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1 整性

1 整性

1.1 整性的定义与基本性质

我们首先给出如下定义.

定义 1.1. 设A ⊆ B为两个交换幺环. 对于b ∈ B,如果b满足某个首一的多项

式方程

bn + an−1b
n−1 + · · ·+ a1b+ a0 = 0,

(其中n ∈ Z≥1, a0, a1, · · · , an−1 ∈ A), 则称b在A上整. 如果B中每个元素都

在A上整,则称B在A上整.

下面的结论可以用来判断元素的整性.

定理 1.1. 设A ⊆ B为两个交换幺环, b1, b2, · · · , bn ∈ B.则b1, b2, · · · , bn在A上

整当且仅当A[b1, b2, · · · , bn]为有限生成A模.

证明: "⇐". 假设A[b1, b2, · · · , bn] = Ax1 +Ax2 + · · ·+Axm为有限生成A模,

其中x1, · · · , xm ∈ B. 下面我们证明一个更强的结论: A[b1, b2, · · · , bn]在A上

整. 事实上,对任意的b ∈ A[b1, b2, · · · , bn]与1 ≤ i ≤ m,设

bxi = ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ aimxm,

其中aij ∈ A. 则有

(bIm −M)x = 0,

其中Im为m阶单位矩阵, M = (aij)1≤i,j≤m, x = (x1, x2, · · · , xm)T . 上式两边

同时从左侧乘上bIm −M的伴随矩阵adj(bIm −M)得到

det (bIm −M) · x = 0,

即det (bIm −M)xi = 0 (∀1 ≤ i ≤ m).因为1可以表示成x1, x2, · · · , xm的A线

性组合,我们有det (bIm −M) = 0. 因此b在A上整.

"⇒". 我们对n归纳. 当n = 1时,因为b1在A上整,可以设b1满足方程

br1 + ar−1b
r−1
1 + · · ·+ a1b1 + a0 = 0 (r ∈ Z≥1, a0, · · · , ar−1 ∈ A).

这说明A[b1] = A + Ab1 + · · · + Abr−11 为有限生成A模. 假设n ≥ 2并且结论

对n− 1成立.则b1, b2, · · · , bn在A上整⇒ bn在A[b1, · · · , bn−1]上整. 由n = 1时

1
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1 整性 1.1 整性的定义与基本性质

的结论,A[b1, · · · , bn−1, bn] = A[b1, · · · , bn−1][bn]为有限生成A[b1, · · · , bn−1]模.

由归纳假设, A[b1, · · · , bn−1]是有限生成A模. 这些说明A[b1, · · · , bn−1, bn]是

有限生成A模.

综上,我们完成了证明.

注记 1.1. 由定理的证明我们发现

b1, · · · , bn在A上整⇒ A[b1, · · · , bn]为有限生成A模

⇒任意的b ∈ A[b1, · · · , bn]均在A上整.

这说明集合

Ā := {b ∈ B : b在A上整}

中任意两个元素的和,差,积均在A上整,即Ā是B的子环.我们将其称作A在B上

的整闭包.

下面我们给出整闭整环的定义.

定义 1.2. 设A为整环, frac(A) = K. 如果

{x ∈ K : x在A上整} = A,

则称A为整闭整环.

例如, 唯一因子分解整环(ufd)就是一个整闭整环. 事实上, 设A为唯一

因子分解整环, frac(A) = K. 对任意的x ∈ K, 设x = y/z, 其中y, z ∈ A,

z ̸= 0且gcd(y, z) = 1. 如果x在A上整,则x满足某个方程

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0 (n ∈ Z≥1, a0, · · · , an−1 ∈ A).

上式两边同时乘上zn得到yn ≡ 0 (mod zA). 因为gcd(y, z) = 1, 我们有y ≡

0 (mod zA). 因此x = y/z ∈ A,即A为整闭整环.

关于整闭整环,我们有如下结果.

命题 1.1. 设A为整闭整环, frac(A) = K, L/K为域的有限扩张. 则下列结论

成立:

(i)设B为A在L中的整闭包. 则

L =

{
b

a
: b ∈ B, a ∈ A \ {0}

}
.

2
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1 整性 1.2 元素的迹与范数

(ii)对任意的x ∈ L,设px(t)为x在K上的极小多项式. 则

x在A上整⇔ px(t) ∈ A[t].

证明: (i)对任意的y ∈ L,因为L/K为域的有限扩张, y为K上的代数元,不妨

设y满足方程

yn +
an−1
a

yn−1 + · · ·+ a1
a
y +

a0
a

= 0,

其中n ∈ Z≥1, a, a0, · · · , an−1 ∈ A且a ̸= 0. 上式两边同时乘上an得到

(ay)n + an−1(ay)
n−1 + · · ·+ a1a

n−2(ay) + a0a
n−1 = 0.

这说明ay ∈ B,即y ∈ 1
a
B. 因此(i)成立.

(ii) "⇒". 设x在A上整. 则存在一个首一多项式f(t) ∈ A[t]使得deg(f) ≥

1且f(x) = 0. 因此f(t) ≡ 0 (mod px(t)A[t]). 这说明px(t)在Kalg中的所有零

点均在A上整. 因为px(t)的系数可以表示成这些零点的多项式,由注记1.1,多

项式px(t)的系数均在A上整. 注意到px(t) ∈ K[t]且A为整闭整环, 由上面的

结果可以得到px(t) ∈ A[t].

"⇐". 显然成立.

综上,我们完成了证明.

1.2 元素的迹与范数

我们首先给出元素的迹与范数的一般定义.

定义 1.3. 设L/K为域的有限扩张. 对任意的x ∈ L,设K-线性变换Tx为

Tx(y) = xy (∀y ∈ L).

则将Tx的迹称为元素x的迹,记作TrL/K(x);将Tx的行列式称为元素x的范数,

记作NL/K(x).

关于迹与范数,我们有如下注记.

注记 1.2. (i) 线性变换在不同基下的矩阵是相似的, 因此元素的迹与范数的

定义是合理的.

(ii)设[L : K] = n,设

fx(t) = tn + an−1t
n−1 + · · ·+ a1t+ a0

3
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1 整性 1.2 元素的迹与范数

为Tx的特征多项式. 则

TrL/K(x) = −an−1 ∈ K, NL/K(x) = (−1)na0 ∈ K.

(iii)对任意的x, y ∈ L,显然有

Tx + Ty = Tx+y, Tx ◦ Ty = Txy.

因此,

TrL/K(x+ y = TrL/K(x) + TrL/K(y), NL/K(xy) = NL/K(x)NL/K(y).

注意到当x ̸= 0时, Tx是可逆的线性变换. 因此NL/K(x) ̸= 0(∀x ̸= 0). 由上面

的讨论,

TrL/K(·) : L→ K为加法群同态,

NL/K(·) : L× → K×为乘法群同态.

(iv)对任意的x ∈ K显然有

TrL/K(x) = xTrL/K(1) = [L : K]x,

NL/K(x) = x[L:K]NL/K(1) = x[L:K].

我们下面考虑有限可分域扩张情形下的迹与范数.

命题 1.2. 设L/K为域的有限扩张. 对任意的x ∈ L, 设fx(t)为Tx的特征多项

式, px(t)为x在K上的极小多项式. 则

fx(t) = px(t)
[L:K(x)].

更进一步,如果L/K还为域的有限可分扩张,则

fx(t) =
∏

σ∈HomK(L,Kalg)

(t− σ(x)) .

并且因此

TrL/K(x) =
∑

σ∈HomK(L,Kalg)

σ(x),

NL/K(x) =
∏

σ∈HomK(L,Kalg)

σ(x).

4
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1 整性 1.2 元素的迹与范数

证明: 设[K(x) : K] = m, [L : K(x)] = n, x在K上的极小多项式

px(t) = tm + cm−1t
m−1 + · · ·+ c1t+ c0.

设y1, y2, · · · , yn ∈ L为L/K(x)的一组基. 则

y1, y1x, · · · , y1xm−1, y2, y2x, · · · , y2xm−1, · · · , yn, ynx, · · · , ynxm−1

为L/K的一组基. 容易验证Tx在这组基的下的矩阵为分块对角矩阵

Mx = diag (C,C, · · · , C) ,

其中

C =



0 0 · · · 0 −c0
1 0 · · · 0 −c1
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 −cm−2
0 0 · · · 0 −cm−1


.

因此,

fx(t) = det (tImn −Mx) = (det (tIm − C))
n
= px(t)

n.

下面进一步假设L/K为域的有限可分扩张. 此时HomK(K(x),Kalg)中

每个元素恰好有[L : K(x)] = n种方式延拓为HomK(L,K
alg)中的元素. 因

此,由上面的结果可以得到

fx(t) = px(t)
n =

∏
σ∈HomK(K(x),Kalg)

(t− σ(x))
n

=
∏

ρ∈HomK(L,Kalg)

(t− ρ(x)) .

由此以及注记1.2(ii)可以得到TrL/K(x)与NL/K(x)的表达式.

综上,我们完成了证明.

下面的结论说明迹与范数具有传递性.

命题 1.3. 设K ⊆ L ⊆M为域的有限可分扩张. 则对任意的x ∈M ,

TrM/K(x) = TrL/K
(
TrM/L(x)

)
, NM/K(x) = NL/K

(
NM/L(x)

)
.

5
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1 整性 1.2 元素的迹与范数

证明: 我们仅对迹证明该结果, 范数的情形是类似的. 在HomK(M,Kalg)上

定义等价关系“∼”为

σ ∼ τ ⇔ σ|L = τ |L (∀σ, τ ∈ HomK(M,Kalg)).

设R为HomK(M,Kalg)在该等价关系下的一个代表元系. 则容易验证

HomK(L,K
alg) = {σ|L : σ ∈ R} .

另一方面,对任意的σ ∈ R,注意到{
τσ−1 : τ ∼ σ

}
= Homσ(L)(σ(M),Kalg).

由上面的结果与命题1.2,可以得到

TrM/K(x) =
∑

σ∈HomK(M,Kalg)

σ(x)

=
∑
σ∈R

∑
τ∼σ

τ(x)

=
∑
σ∈R

∑
τ∼σ

τσ−1σ(x)

=
∑
σ∈R

∑
ρ∈Homσ(L)(σ(M),Kalg)

ρσ(x)

=
∑
σ∈R

Trσ(M)/σ(L)σ(x)

=
∑
σ∈R

σ|L
(
TrM/L(x)

)
=

∑
ψ∈HomK(L,Kalg)

ψ
(
TrM/L(x)

)
= TrL/K

(
TrM/L(x)

)
.

综上,我们完成了证明.

下面给出基的判别式的定义.

定义 1.4. 设L/K为域的n次有限可分扩张, HomK(L,K
alg) = {σ1, · · · , σn}.

则对L/K的任意一组基x1, x2, · · · , xn,将其判别式定义为

d(x1, x2, · · · , xn) =
(
det [σi(xj)]1≤i,j≤n

)2
.

关于基的判别式,我们有如下注记.

6
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1 整性 1.2 元素的迹与范数

注记 1.3. 设X = [σi(xj)]1≤i,j≤n. 则容易验证

d(x1, x2, · · · , xn) = (detX)
2
= det(XTX) = det

[
TrL/K(xixj)

]
1≤i,j≤n .

由此与注记1.2(iii),可以得到d(x1, x2, · · · , xn) ∈ K.

下面我们来说明基的判别式不为零. 为此, 我们介绍经典的Dedekind无

关性引理.

引理 1.1. 设G为乘法群, L为域, σ1, σ2, · · · , σn ∈ Hom(G,L×)为两两不同的

群同态. 如果存在c1, c2, · · · , cn ∈ L使得

c1σ1 + c2σ2 + · · ·+ cnσn

为G→ L的零函数,则c1 = c2 = · · · = cn = 0.

证明: 使用反证法. 假设存在不全为0的c1, c2, · · · , cn ∈ L使得c1σ1 + · · · +

cnσn = 0,其中0表示G→ L的零函数. 则集合

{
k ∈ Z+ :存在xi1 , · · · , xik ∈ L×(i1 < · · · < ik)使得xi1σi1 + · · ·+ xikσik = 0

}
非空. 设r为该集合中最小的元素. 通过给这些σi重新编号,不妨设

x1σ1 + · · ·+ xrσr = 0 (x1, · · · , xr ∈ L×).

因为这些σi均不为零函数, 此时必有r ≥ 2. 又因为σ1 ̸= σ2, 存在g0 ∈ G使

得σ1(g0) ̸= σ2(g0). 由上面的结果,对任意的g ∈ G,可以得到下面两个等式:

x1σ1(g0)σ1(g) + x2σ2(g0)σ2(g) + · · ·+ xnσn(g0)σn(g) = 0,

x1σ1(g0)σ1(g) + x2σ1(g0)σ2(g) + · · ·+ xnσ1(g0)σn(g) = 0.

两式相减得到

x2 (σ2(g0)− σ1(g0))σ2(g) + · · ·+ xn (σn(g0)− σ1(g0))σn(g) = 0,

即

x2 (σ2(g0)− σ1(g0))σ2 + · · ·+ xn (σn(g0)− σ1(g0))σn = 0.

因为σ2(g0)− σ1(g0) ̸= 0,上式与r的最小性矛盾.

综上,我们完成了证明.

7
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1 整性 1.3 整基的定义

命题 1.4. 设L/K为域的有限可分扩张, x1, x2, · · · , xn为L/K的一组基. 则

d(x1, x2, · · · , xn) ̸= 0.

证明: 使用反证法.假设d(x1, x2, · · · , xn) = 0. 则矩阵X = [σi(xj)]1≤i,j≤n的

行向量组在L上线性相关,其中 {σ1, · · · , σn} = HomK(L,K
alg). 因此存在不

全为0的c1, c2, · · · , cn ∈ L使得

c1σ1(xj) + c2σ2(xj) + · · ·+ cnσn(xj) = 0 (∀1 ≤ j ≤ n).

因为x1, · · · , xn为L/K的一组基,上式说明

c1σ1(x) + c2σ2(x) + · · ·+ cnσn(x) = 0 (∀x ∈ L×).

这与Dedekind无关性引理矛盾.

综上,我们完成了证明.

1.3 整基的定义

我们首先给出整基的定义.

定义 1.5. 设A为整闭整环, frac(A) = K. 设L/K为域的有限可分扩张,

B = {x ∈ L : x在A上整}

为A在L中的整闭包. 如果存在ω1, ω2, · · · , ωn ∈ B使得B中的每个元素b都可

以唯一表示成

b = a1ω1 + a2ω2 + · · ·+ anωn (a1, a2, · · · , an ∈ A)

的形式,则称ω1, ω2, · · · , ωn为B在A上的一组整基.

对于一般的整闭整环A, 整闭包B在A上的整基不一定存在. 但是当A为

主理想整环(pid)时,可以证明整基一定存在. 为此我们需要下面两个引理.

引理 1.2. 设A为整闭整环, frac(A) = K. 设L/K为域的有限可分扩张,

B = {x ∈ L : x在A上整}

为A在L中的整闭包. 则对任意的b ∈ B都有TrL/K(b) ∈ A与NL/K(b) ∈ A.

8
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1 整性 1.3 整基的定义

证明: 设pb(t)为b在K上的极小多项式. 则由命题1.1(ii), 多项式pb(t) ∈ A[t].

由此以及命题1.2,线性变换Tb的特征多项式

fb(t) = pb(t)
[L:K(x)] ∈ A[t].

再由注记1.2(ii), TrL/K(b) ∈ A, NL/K(b) ∈ A.

综上,我们完成了证明.

下面的引理是非常有用的结论.

引理 1.3. 设A为整闭整环, frac(A) = K. 设L/K为域的有限可分扩张,

B = {x ∈ L : x在A上整}

为A在L中的整闭包. 设b1, b2, · · · , bn ∈ B为L/K的一组基(由命题1.1(i)这样

的基是存在的).则

d(b1, b2, · · · , bn)B ⊆ Ab1 +Ab2 + · · ·+Abn.

证明: 对任意的b ∈ B,因为b1, b2, · · · , bn ∈ B为L/K的一组基,可以设

b = x1b1 + x2b2 + · · ·+ xnbn (x1, x2, · · · , xn ∈ K).

则对任意的1 ≤ i ≤ n,

bbi = x1bib1 + x2bib2 + · · ·+ xnbibn.

因此,

TrL/K(bbi) =
∑

1≤j≤n

xjTrL/K(bibj).

由Cramer法则与引理1.2,对任意的1 ≤ j ≤ n,

d(b1, b2, · · · , bn)xj = det
[
TrL/K(bibj)

]
1≤i,j≤n xj ∈ A.

因此,

d(b1, b2, · · · , bn)B ⊆ Ab1 +Ab2 + · · ·+Abn.

综上,我们完成了证明.

注记 1.4. 由引理1.2与命题1.4,

d(b1, b2, · · · , bn) = det
[
TrL/K(bibj)

]
1≤i,j≤n ∈ A \ {0}.

9
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1 整性 1.3 整基的定义

下面我们介绍这一节的核心定理.

定理 1.2. 设A为主理想整环, frac(A) = K. 设L/K为域的有限可分扩张,

B = {x ∈ L : x在A上整}

为A在L中的整闭包. 则L中任意的有限生成非零B模M是秩为[L : K]的自

由A模. 特别地, B在A上的整基是存在的.

证明: 设b1, b2, · · · , bn ∈ B为L/K的一组基, d = d(b1, b2, · · · , bn) ∈ A\{0}为

其判别式. 设M = Bx1 + Bx2 + · · · + Bxm为L上的有限生成非零B模, 其

中x1 ̸= 0. 首先,由命题1.1(i),存在a ∈ A \ {0}使得axi ∈ B (∀1 ≤ i ≤ n). 因

此,利用引理1.3可以得到

adM ⊆ Ab1 +Ab2 + · · ·+Abn.

由此与主理想整环上自由模子模的性质我们知道M是自由A模.

下面考虑rankA(M). 由于

b1, b2, · · · , bn ∈ B ⊆ 1

d
(Ab1 +Ab2 + · · ·+Abn) ,

我们有rankA(B) = n. 另一方面,因为

B ⊆ x−11 M ⊆ 1

ad
(Ab1 +Ab2 + · · ·+Abn) ,

我们得到rankA(M) = n.

综上,我们完成了证明.

下面我们给出代数整数与代数数域的定义.

定义 1.6. 对任意的x ∈ Qalg, 如果x在Z上整, 则称x为一个代数整数. 如

果K/Q为域的有限扩张,则称K为一个代数数域.并且称

OK = {x ∈ K : x在Z上整}

为K的代数整数环.

注记 1.5. (i)由定理1.2,代数数域K上任意有限生成的非零OK模M是一个秩

为[K : Q]的自由Z模. 特别地, OK在Z上的整基是存在的.

10
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1 整性 1.3 整基的定义

(ii)设M为代数数域K上的有限生成非零OK模, x1, · · · , xn与y1, · · · , yn分

别为M的两组Z基. 设

(x1, x2, · · · , xn) = (y1, y2, · · · , yn)T,

其中T ∈Mn×n(Z)为两组Z基之间的过渡矩阵(注意此时detT = ±1). 如果设

{σ1, σ2, · · · , σn} = HomQ(K,Qalg),

则容易验证

[σi(xj)]1≤i,j≤n = [σi(yj)]1≤i,j≤n T.

由此得到

d(x1, · · · , xn) = d(y1, · · · , yn),

即M的任意一组Z基的判别式均相同.

由上面的注记,我们给出如下定义.

定义 1.7. 设K为代数数域, M为K上有限生成的非零OK模. 则M的任意一

组Z基的判别式均相同,我们将这个量称为M的绝对判别式,记作d(M). 特别

地,将d(OK)简记为d(K),并称其为代数数域K的绝对判别式.

我们以下面这个非常有用的结论来结束这一节的内容. 在下一节,我们

将利用它给出二次代数数域的整基.

命题 1.5. 设K为代数数域, M ⊆M ′为K上两个有限生成的非零OK模. 则

d(M) = [M ′ :M ]2 · d(M ′).

证明: 由主理想整环上自由模子模的性质, 存在M ′的一组Z基ω1, · · · , ωn以

及正整数r1, · · · , rn使得

M ′ = Zω1 + Zω2 + · · ·+ Zωn,

M = Zr1ω1 + Zr2ω2 + · · ·+ Zrnωn.

因此,

d(M) = det
[
TrK/Q(rirjωiωj)

]
1≤i,j≤n

= (r1r2 · · · rn)2 det
[
TrK/Q(ωiωj)

]
1≤i,j≤n

= [M ′ :M ]2 · d(M ′).

综上,我们完成了证明.
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1 整性 1.4 二次域的整基与绝对判别式

1.4 二次域的整基与绝对判别式

二次代数数域的整基与绝对判别式是容易得到的.

定理 1.3. 设d ∈ Z \ {0, 1}为无平方因子整数, K = Q(
√
d)为二次域.则

OK =

Z+ Z
√
d 如果 d ≡ 2, 3 (mod 4),

Z+ Z−1+
√
d

2
如果 d ≡ 1 (mod 4).

并且因此,

d(K) =

4d 如果 d ≡ 2, 3 (mod 4),

d 如果 d ≡ 1 (mod 4).

证明: 显然1,
√
d ∈ OK ,因此M = Z+ Z

√
d ⊆ OK . 由命题1.5,

4d = d(M) = [OK :M ]2 · d(K).

因为d ∈ Z \ {0, 1}为无平方因子整数, 上式说明[OK :M ] ∈ {1, 2}. 因此,

2OK ⊆M ,即

OK ⊆ Z
1

2
+ Z

√
d

2
.

由命题1.1(ii)我们知道1/2 ̸∈ OK ,
√
d/2 ̸∈ OK . 由此与上式可以得到

OK ⊆

{
1

2
x+

√
d

2
y : x, y ∈ Z且x ≡ y (mod 2Z)

}
,

以及

OK =

{
1

2
x+

√
d

2
y : x, y ∈ Z且x ≡ y (mod 2Z)

}
⇔ 1

2
+

√
d

2
∈ OK ,

OK =M ⇔ 1

2
+

√
d

2
̸∈ OK .

注意到 1
2
+
√
d
2
在Q上的极小多项式为

t2 − t+
1− d

4
.

利用命题1.1(ii)与上面的结果,可以得到

OK =

{
1

2
x+

√
d

2
y : x, y ∈ Z且x ≡ y (mod 2Z)

}
⇔ d ≡ 1 (mod 4),

12
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1 整性 1.4 二次域的整基与绝对判别式

以及

OK = Z+ Z
√
d⇔ d ≡ 2, 3 (mod 4).

由此容易验证

OK =

Z+ Z
√
d 如果 d ≡ 2, 3 (mod 4),

Z+ Z−1+
√
d

2
如果 d ≡ 1 (mod 4),

以及

d(K) =

4d 如果 d ≡ 2, 3 (mod 4),

d 如果 d ≡ 1 (mod 4).

综上,我们完成了证明.
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2 DEDEKIND环

2 Dedekind环

2.1 Dedekind环上分式理想的素理想分解

我们首先给出Dedekind环的定义.

定义 2.1. 设A为整环. 如果A满足以下三个条件: (i) A为诺特环; (ii) A整闭;

(iii) A的每个非零素理想都是极大理想,则称A为一个Dedekind环.

下面我们来说明代数数域K的代数整数环就是一个Dedekind环. 为此,

我们需要下面这的引理.

引理 2.1. 设A ⊆ B为两个整环. 如果B在A上整,则

A为域⇔ B为域.

证明: “⇐". 假设B为域. 要证明A为域仅需说明: 对任意的x ∈ A \ {0}, 都

有1/x ∈ A. 事实上,因为B为域且在A上整,元素1/x ∈ B且满足某个首一的

多项式方程 (
1

x

)n
+ an−1

(
1

x

)n−1
+ · · ·+ a1

1

x
+ a0 = 0,

其中n ∈ Z+, a0, a1, · · · , an−1 ∈ A. 上式两边同时乘上xn−1可以得到

1

x
= −

(
an−1 + · · ·+ a1x

n−2 + a0x
n−1) ∈ A.

因此A为域.

“⇒". 假设A为域. 要说明B为域仅需说明: 对任意的y ∈ B \ {0}, 都

有1/y ∈ B. 因为y在A上整,可以设

py(t) = tm + a′m−1t
m−1 + · · ·+ a′1t+ a′0

为y在域A上的极小多项式. 注意到a′0 ̸= 0. 在py(b) = 0的两边同时乘

上(a′0b)
−1可以得到

1

b
= − 1

a′0

(
bm−1 + a′m−1b

m−2 + · · ·+ a′1
)
∈ B.

因此B为域.

综上,我们完成了证明.
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2 DEDEKIND环 2.1 Dedekind环上分式理想的素理想分解

定理 2.1. 设K为代数数域.则OK为Dedekind环.

证明: 由OK的定义, OK本身是整闭整环. 因此下面仅需说明OK是诺特环并

且非零素理想都是极大理想.

设ω1, ω2, · · · , ωn为OK在Z上的整基. 由主理想整环上自由模子模的性

质, OK的每个理想也均为有限生成Z模, 自然也是有限生成OK模. 因此,

OK为诺特环.

设p为OK的非零素理想.先说明p∩Z是Z上的非零素理想.事实上,取x ∈

p \ {0},设

px(t) = tn + an−1t
n−1 + · · ·+ a1t+ a0

为x在Q上的极小多项式. 则由命题1.1(ii),多项式px(t) ∈ Z[t]. 又因为px(t)是

极小多项式,常数项a0 ∈ A \ {0}. 因此

a0 = −(xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x) ∈ p ∩ Z.

这说明p∩Z是Z上的非零素理想.因为Z是主理想整环,存在素数p使得p∩Z =

pZ. 注意到

Z/pZ ↪→ OK/p

且OK/p在有限域Z/pZ上整. 由引理2.1, OK/p是域.因此p为OK的极大理想.

综上,我们证明了OK为Dedekind环.

下面回到一般的Dedekind环. 我们将证明Dedekind环上的非零理想一定

可以唯一分解为素理想的乘积. 为此,我们介绍下面几个引理.

引理 2.2. 设A为诺特环. 则对A的任意非零理想a,一定存在有限个非零素理

想p1, p2, · · · , pr(可以出现相同的素理想)使得

p1p2 · · · pr ⊆ a.

证明: 使用反证法.假设

Ω = {0 ̸= a�A : 任意有限个非零素理想的乘积均不包含在a中} ≠ ∅.

因为A为诺特环, Ω中存在极大元a. 显然a ̸= A且a不为素理想. 因此存

在x, y ∈ A \ a使得xy ∈ a. 这说明a ⊊ a + xA ̸∈ Ω, a ⊊ a + yA ̸∈ Ω. 因

此存在有限个素理想p1, · · · , pr, q1, · · · , qs使得

p1p2 · · · pr ⊆ a+ xA, q1q2 · · · qs ⊆ a+ yA.
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2 DEDEKIND环 2.1 Dedekind环上分式理想的素理想分解

由此,

p1p2 · · · prq1q2 · · · qs ⊆ (a+ xA)(a+ yA) ⊆ a.

这与a ∈ Ω矛盾.

综上,我们完成了证明.

引理 2.3. 设A为Dedekind环, frac(A) = K, p为A的非零素理想. 设

p−1 := {x ∈ K : xp ⊆ A} .

则对K上任意的有限生成非零A模M ,都有M ⊊ p−1M .

证明: 容易验证p−1是A模且A ⊆ p−1. 首先说明A ⊊ p−1. 取x ∈ p \ {0}. 由引

理2.2,集合

{
m ∈ Z+ : 存在m个非零素理想使得它们的乘积包含在xA中

}
不为空集.设r为该集合的最小元素,并且设

p1 · · · pr ⊆ xA ⊆ p.

下面分两种情况讨论.

情形1. r = 1. 此时, p1 = xA ⊆ p. 因为A的每个非零素理想都是极大理

想,我们得到 p1 = p,并且因此xA = p. 这说明 1
x
∈ p−1 \A,即A ⊊ p−1.

情形2. r ≥ 2. 注意到p1p2 · · · pr ⊆ p ⇒ p1, · · · , pr中至少有一个素理想

包含在p中(否则对任意的1 ≤ i ≤ r,取xi ∈ pi\p,元素x1 · · ·xr ∈ p1 · · · pr \p).

不妨设p1 ⊆ p. 又因为A的每个非零素理想都是极大理想, 我们有p1 = p.

由r的最小性, p2 · · · pr ̸⊆ xA. 取y ∈ p2 · · · pr \ xA. 注意到y/x ̸∈ A,但

y

x
p ⊆ 1

x
p1p2 · · · pr ⊆

1

x
xA = A,

即y/x ∈ p−1 \A. 因此A ⊊ p−1.

对K上任意的有限生成非零A模M ,如果p−1M =M ,则利用与定理1.1充

分性的证明中类似的办法, 可以说明p−1在A上整. 又因为A整闭, 我们得

到p−1 ⊆ A. 这与A ⊊ p−1矛盾. 因此, M ⊊ p−1M .

综上,我们完成了证明.

注记 2.1. 由该引理, p ⊊ pp−1 ⊆ A. 又因为p是极大理想,我们有pp−1 = A.
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2 DEDEKIND环 2.1 Dedekind环上分式理想的素理想分解

下面我们叙述核心定理.

定理 2.2. 设A为Dedekind环. 则A的任意非零真理想可以分解为有限个非零

素理想的乘积. 并且在不考虑顺序的情况下,这种分解是唯一的.

证明: 先使用反证法证明素理想分解的存在性. 假设

Ω = {0 ̸= a�A : a为真理想且不能表示为有限个素理想的乘积} ≠ ∅.

因为A为诺特环, Ω中存在极大元a. 显然a不是极大理想. 因此存在A的一个

极大理想p使得a ⊊ p. 由引理2.3与注记2.1, a ⊊ ap−1 ⊊ pp−1 = A. 这说明非

零真理性ap−1 ̸∈ Ω. 因此存在有限个非零素理想p1, · · · , pr使得

ap−1 = p1 · · · pr.

在上式两边同时乘上p并注意到pp−1 = A,我们得到

a = pp1 · · · pr.

这与a ∈ Ω矛盾. 综上,我们证明了素理想分解的存在性.

下面来证明唯一性. 设

a = p1p2 · · · pr = q1q2 · · · qs.

为a的两个素理想分解.类似于在引理2.3证明中遇到的情况,在Dedeind环A中,

p1p2 · · · pr ⊆ q1 ⇒ p1, p2 · · · , pr中至少有一个素理想恰好等于q1. 不妨

设p1 = q1. 在上面的素理想分解式中乘上p−11 可以得到

p2 · · · pr = q2 · · · qs.

不断重复上述步骤就可以证明分解的唯一性.

综上,我们完成了证明.

我们给出分式理想的定义.

定义 2.2. 设A为Dedekind环, frac(A) = K. K上的有限生成非零A模称为A的

一个分式理想. A的所有分式理想构成的集合记作J(A). 同时,将A的非零理

想称为A的整理想.

注记 2.2. 设A为Dedekind环, frac(A) = K, M ⊆ K为非零A模. 则显然有

M ∈ J(A) ⇔存在a ∈ A \ {0}使得aM为A的整理想.
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2 DEDEKIND环 2.1 Dedekind环上分式理想的素理想分解

下面的结论说明在分式理想的乘法下J(A)具有群结构.

定理 2.3. 设A为Dedekind环, frac(A) = K. 则J(A)在分式理想的乘法下构成

乘法交换群. 其单位元为A,并且对于任意的a ∈ J(A),分式理想a的逆元为

a−1 = {x ∈ K : xa ⊆ A} .

证明: 要证明该定理仅需说明: 对任意的分式理想a, a−1也是分式理想

且aa−1 = A. 先说明a−1 ∈ J(A). 显然a−1是A模. 由注记2.2, 存在x ∈

A\{0}使得xa为A的整理想. 取y ∈ xa\{0} ⊆ A\{0}. 则ya−1 ⊆ aa−1 ⊆ A为

整理想. 因此由注记2.2, a−1 ∈ J(A).

下面来说明aa−1 = A. 使用反证法.假设aa−1 ⊊ A. 因为aa−1是A的整理

想,存在A的极大理想p使得aa−1 ⊆ p ⊊ A. 这得到

aa−1p−1 ⊆ pp−1 = A.

因此a−1p−1 ⊆ a−1. 这与引理2.3矛盾.

综上,我们完成了证明.

由定理2.3可以得到如下结果.

定理 2.4. 设A为Dedekind环. 则J(A)中的每个分式理想a都可以唯一的表示

为

a =
∏
p

pordp(a)

的形式, 其中p取遍A的所有非零素理想, ordp ∈ Z并且对几乎所有的p都

有ordp(a) = 0. 我们将ordp(a)称为分式理想a的p-adic order.

由该定理我们发现分式理想完全由其在每个非零素理想p处的p-adic or-

der所确定.我们给出关于p-adic order的注记.

注记 2.3. (i)对于理想A, ordp(A) = 0 (∀p).另外补充定义ordp(0) = +∞ (∀p).

(ii)设a, b ∈ J(A). 则容易验证

ordp(ab) = ordp(a) + ordp(b),

ordp(a+ b) = min{ordp(a), ordp(b)},

ordp(a ∩ b) = max{ordp(a), ordp(b)}.

(iii)对任意的x ∈ frac(A),定义元素x的p-adic order为

ordp(x) := ordp(xA).
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2 DEDEKIND环 2.1 Dedekind环上分式理想的素理想分解

我们有如下的强三角不等式.

命题 2.1. 设A为Dedekind环, frac(A) = K, p为A的非零素理想. 对任意x, y ∈

K,强三角不等式

ordp(x+ y) ≥ min{ordp(x), ordp(y)}

成立.并且当ordp(x) ̸= ordp(y)时,

ordp(x+ y) = min{ordp(x), ordp(y)}.

证明: 因为(x+ y)A ⊆ xA+ yA,由注记2.3(ii),

ordp(x+ y) = ordp ((x+ y)A)

≥ ordp (xA+ yA)

= min{ordp(xA), ordp(yA)}

= min{ordp(x), ordp(y)}.

当ordp(x) ̸= ordp(y)时,不妨设ordp(x) < ordp(y). 则由上面的结果

ordp(x+ y) ≥ ordp(x) = ordp(x+ y − y)

≥ min{ordp(x+ y), ordp(−y)}

= min{ordp(x+ y), ordp(y)}

= ordp(x+ y).

因此ordp(x+ y) = ordp(x).

综上,我们完成了证明.

为了更好地利用地利用p-adic order来处理Dedekind环上的分式理想, 我

们引入p-adic赋值的定义(我们会在第七章详细地介绍赋值).

定义 2.3. 设A为Dedekind环, frac(A) = K, p为非零素理想, 0 < λ < 1为实数.

对任意的a ∈ J(A),定义分式理想a的p-adic范数为

|a|p := λordp(a),

并补充定义零理想的p-adic范数|0|p = 0. 同时,对任意x ∈ K,定义元素x的p-

adic范数为

|x|p = |xA|p.
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2 DEDEKIND环 2.2 Dedekind环上的强逼近定理

由注记2.3容易得到下面的结论.

命题 2.2. 设A为Dedekind环, frac(A) = K, p为非零素理想. 则下列结论成立.

(i)对任意的a, b ∈ J(A),

|ab|p = |a|p|b|p,

|a+ b|p = max{|a|p, |b|p},

|a ∩ b|p = min{|a|p, |b|p}.

(ii)对任意的x, y ∈ K,

|x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p},

并且当|x|p ̸= |y|p时,我们有(称作domination principle)

|x+ y|p = max{|x|p, |y|p}.

2.2 Dedekind环上的强逼近定理

我们介绍Dedekind环上非常重要的强逼近定理.

定理 2.5. 设A为Dedekind环, frac(A) = K, T是由有限个A的非零素理想构成

的集合. 对任意的p ∈ T ,固定一个ap ∈ K. 则对任意的ε > 0,存在x ∈ K使得|x− ap|p < ε (∀p ∈ T ),

|x|p ≤ 1 (∀p ̸∈ T ).

证明: 不妨设0 < ε < 1. 首先, 在T中增加有限个非零素理想, 将其扩大

为T ′使得

|ap|q ≤ 1 (∀p ∈ T ,∀q ̸∈ T ′).

并且对于任意的p′ ∈ T ′ \ T ,补充定义ap′ = 0.

对任意的p ∈ T ′与充分大的正整数N ,由中国剩余定理,存在bp ∈ A使得bp ≡ 1 (mod pN ),

bp ≡ 0 (mod qN ) (∀q ∈ T ′ \ {p}),

即|bp − 1|p与|bp|q均充分小(∀q ∈ T ′ \ {p}). 令

x =
∑
p∈T ′

apbp.

20

Copyright©Hai-Liang Wu 2024



2 DEDEKIND环 2.2 Dedekind环上的强逼近定理

则由T ′的构造以及bp ∈ A (∀p ∈ T ′),容易验证

|x|q ≤ 1 (∀q ̸∈ T ′).

对任意的p ∈ T ′,我们有

|x− ap|p =

∣∣∣∣∣∣(bp − 1)ap +
∑

q∈T ′\{p}

aqbq

∣∣∣∣∣∣
p

≤ max
{
|(bp − 1)ap|p ,max

{
|aqbq|p : q ∈ T ′ \ {p}

}}
< ε.

并且注意到对任意的p ∈ T ′ \ T ,

|x|p = |x− ap|p < ε < 1.

综上,我们完成了证明.

利用强逼近定理,我们可以得到下面两个结果.

命题 2.3. 设A为Dedekind环, frac(A) = K. 则对任意的a, b, c ∈ J(A), 存

在x, y ∈ K×使得

c = xa+ yb.

证明: 取y ∈ cb−1 \ {0}. 令T为有限个非零素理想构成的集合并满足条件

|y|q = |a|q = |b|q = |c|q = 1 (∀q ̸∈ T ).

对任意的p ∈ T ,固定元素

ap ∈ pordp(a
−1c) \ pordp(a

−1c)+1.

由定理2.5,存在x ∈ K使得|x− ap|p充分小 (∀p ∈ T ),

|x|q ≤ 1 (∀q ̸∈ T ).

由命题2.2(ii),

|x|p = |ap|p = |a−1c|p (∀p ∈ T ).

注意到|yb|p ≤ |c|p (∀p),由上容易验证

|xa+ yb|p = max{|xa|p, |yb|p} = max{|c|p, |yb|p} = |c|p (∀p ∈ T ),
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2 DEDEKIND环 2.2 Dedekind环上的强逼近定理

并且

|xa+ yb|q = max{|xa|q, |yb|q} = 1 = |c|q (∀q ̸∈ T ).

因此, xa+ yb = c.

综上,我们完成了证明.

下面的结果非常有用,我们后面会经常使用它.

定理 2.6. 设A为Dedekind环. 若A仅有有限个非零素理想,则A是主理想整环.

证明: 如果Dedekind环A没有非零素理想, 则显然A为域. 此时结论成立. 下

面假设A存在非零素理想, 并且设p1, · · · , pr恰好为A的全部非零素理想. 对

任意的a ∈ J(A)以及1 ≤ i ≤ r, 固定元素ai ∈ p
ordpi

(a)

i \ p
ordpi

(a)+1

i . 则由定

理2.5,存在x ∈ frac(A)使得 |x− ai|pi
充分小(∀1 ≤ i ≤ r). 由命题2.2(ii),上式

说明|x|pi
= |a|pi

(∀1 ≤ i ≤ r). 因此, a = xA,即A是主理想整环.

综上,我们完成了证明.
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3 局部化与离散赋值环

3 局部化与离散赋值环

3.1 分式化的定义与基本性质

我们这里仅讨论整环上的分式化. 首先给出乘法子集的定义.

定义 3.1. 设A为整环, ∅ ≠ S ⊆ A. 如果S满足

(i) 1 ∈ S且0 ̸∈ S;

(ii)对任意的x, y ∈ S都有xy ∈ S,

则称S为A的一个乘法子集.

下面给出分式环的定义.

定义 3.2. 设A为整环, S为A的一个乘法子集.则

S−1A :=
{a
s
: a ∈ A, s ∈ S

}
在frac(A)的运算下构成一个子环. 我们称其为分式环.

对于分式环,我们有下面几个有用的结论.

命题 3.1. 设A ⊆ B为两个整环, S ⊆ A为乘法子集.如果Ā为A在B中的整闭

包,则S−1Ā为S−1A在S−1B中的整闭包.

证明: 对任意的x/s ∈ S−1Ā (x ∈ Ā, s ∈ S),因为x ∈ Ā,不妨设

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0,

其中n ∈ Z+, a0, a1, · · · , an−1 ∈ A. 上式两边同时乘以 1
sn
得到(x

s

)n
+
an−1
s

(x
s

)n−1
+ · · ·+ a1

sn−1

(x
s

)
+
a0
sn

= 0.

这说明x/s在S−1A上整,即S−1Ā包含在S−1A在S−1B中的整闭包中.

反过来, 设y/t ∈ S−1B (y ∈ B, t ∈ S)在S−1A上整. 则存在m ∈ Z+,

s0 ∈ S以及a′0, a
′
1, · · · , a′m−1使得(y
t

)m
+
a′m−1
s0

(y
t

)m−1
+ · · ·+ a′1

s0

(y
t

)
+
a′0
s0

= 0.

上式两边同时乘以(s0t)
m得到

(s0y)
m + ta′m−1(s0y)

m−1 + · · ·+ sm−20 tm−1a′1(s0y) + sm−10 tma′0 = 0.
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3 局部化与离散赋值环 3.1 分式化的定义与基本性质

这说明s0y ∈ Ā. 因此
y

t
=
s0y

s0t
∈ S−1Ā,

即S−1A在S−1B中的整闭包包含在S−1Ā中.

综上,我们证明了S−1A在S−1B中的整闭包恰好为S−1Ā.

下面的命题说明分式环上的理想均为扩理想.

命题 3.2. 设A为整环, S为A的一个乘法子集.则对S−1A的任意理想ã,我们有

ã = S−1(ã ∩A).

证明: 首先显然S−1(ã ∩A) ⊆ ã. 反过来,对任意x = y
s
∈ ã (y ∈ A, s ∈ S),我

们有y = sx ∈ ã ∩A. 因此, x ∈ S−1(ã ∩A),即ã ⊆ S−1(ã ∩A).

综上,我们证明了ã = S−1(ã ∩A).

命题 3.3. 设A为整环, S为A的一个乘法子集,

Ω1 = {p : p为A的素理想且p ∩ S = ∅} ,

Ω2 =
{
p̃ : p̃为S−1A的素理想

}
.

则φ : p 7→ S−1p是Ω1 → Ω2的一个双射,并且φ的逆映射φ−1为p̃ 7→ p̃ ∩A.

证明: 我们先说明对任意的p ∈ Ω1,扩理想S−1p ∈ Ω2.事实上,因为S∩p = ∅,

我们有1 ̸∈ S−1p, 即S−1p ̸= S−1A. 设x/s1, y/s2 ∈ S−1A (s1, s2 ∈ S, x, y ∈

A)使得 x
s1

· y
s2

∈ S−1p. 则存在s3 ∈ S, p ∈ p使得

x

s1
· y
s2

=
p

s3
.

这说明s3xy = ps1s2 ∈ p. 注意到s3 ̸∈ p,上式得到x ∈ p或者y ∈ p,即x/s1 ∈

S−1p或者y/s2 ∈ S−1p. 综上, S−1p ∈ Ω2.

另一方面,对任意的p̃ ∈ Ω2,素理想(p̃ ∩A) ∩ S = ∅. 再由命题3.2,

p̃ = S−1 (p̃ ∩A) .

这些说明φ : Ω1 → Ω2是满射.

下面我们来说明φ为单射. 为此,仅需说明对任意的p ∈ Ω1都有

S−1p ∩A = p.
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3 局部化与离散赋值环 3.1 分式化的定义与基本性质

首先显然p ⊆ S−1p ∩ A. 反过来, 对任意的x = z
s
∈ S−1p ∩ A (s ∈ S, z ∈

p), 由sx = z ∈ p以及s ̸∈ p, 我们得到x ∈ p, 即S−1p ∩ A ⊆ p. 这些说

明S−1p ∩A = p.

综上,我们完成了证明.

下面我们给出局部化的定义.

定义 3.3. 设A为整环, X为A上一些素理想构成的非空集合. 则容易验证

S = A \
⋃
p∈X

p

为A的乘法子集.定义

A(X) := S−1A =

{
f

g
: f, g ∈ A且g ̸≡ 0 (mod p) ∀p ∈ X

}
.

特别地,当X = {p}时,定义

Ap :=
{x
s
: s, x ∈ A且s ̸≡ 0 (mod p)

}
.

我们将其称作A在素理想p处的局部化.

局部化是研究Dedekind环的重要方法.我们先介绍如下结果.

命题 3.4. 设A为Dedekind环, S为A的乘法子集. 则S−1A也为Dedekind环. 特

别地, A在每个非零素理想p处的局部化Ap为Dedekind环.

证明: 由命题3.2,分式环S−1A的理想ã均为扩理想S−1(ã ∩ A). 因为A为诺特

环, A的理想(ã∩A)是有限生成A模. 由此ã = S−1(ã∩A)是有限生成S−1A模.

这说明S−1A是诺特环.

设frac(A) = K. 因为A整闭, A在K中的整闭包Ā = A. 由命题3.1,分式

环S−1A在K中的整闭包为S−1Ā = S−1A,即S−1A为整闭整环.

最后,由命题3.3,分式环S−1A的非零素理想均形如S−1p,并且

S−1p ∩A = p,

其中p为A中与S不交的素理想. 由此以及注意到A的非零素理想均为极大理

想,我们得到S−1A的非零素理想也均为极大理想.

综上,我们证明了S−1A为Dedekind环.
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3 局部化与离散赋值环 3.1 分式化的定义与基本性质

注记 3.1. 设A为Dedekind环, a为A的一个分式理想. 则由第二章的内容,要研

究a的素理想分解,仅需弄清楚a在每个非零素理想p处的p-adic order.

局部化是处理该问题的有效方法. 事实上, 由命题3.4, 我们知道分式

环Ap是Dedekind环. 由命题3.3, 扩理想pAp是Dedekind环Ap唯一的非零素理

想.因此由定理2.6,分式环Ap为主理想整环.设πp为Ap的一个素元,即πpAp =

pAp.

对A的任意一个不等于p的非零素理想q,显然有p+ q = A. 因此存在p ∈

p, q ∈ q使得p+ q = 1(注意此时q = 1− p ∈ A \ p). 由此,对任意的n ∈ Z≥0,

1 = qn · 1

qn
∈ qnAp,

以及

1 = q−n · q
n

1
∈ q−nAp.

这说明qmAp = Ap (∀m ∈ Z). 因此,

aAp = pordp(a)Ap = (pAp)
ordp(a) = π

ordp(a)
p Ap.

这样不仅去掉了其它的素理想, 而且把问题转换到了结构简单的环Ap上(我

们下一节会看到, Ap其实是一个离散赋值环).

我们以下面的定理来结束本节.

定理 3.1. 设A为整环, p为A的非零素理想. 则有嵌入

A/p ↪→ Ap/pAp.

更进一步,如果p还是A的极大理想,则对任意的n ∈ Z+,我们有环同构

A/pn ∼= Ap/p
nAp.

证明: 由命题3.3, pAp ∩A = p. 由此显然有嵌入

A/p ↪→ Ap/pAp.

进一步假设p为极大理想. 对任意的s ∈ A \ p,我们断言理想

sA+ pn = A. (3.1)
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3 局部化与离散赋值环 3.2 离散赋值环

事实上,假设sA + pn ⊊ A. 则存在素理想q使得sA + pn ⊆ q. 这得到pn ⊆ q.

因此p ⊆ q. 注意到p为极大理想,我们有q = p. 这与s ̸∈ p矛盾. 因此,上述断

言成立.

先说明同态x 7→ x mod pnAp是A → Ap/p
nAp的满同态. 对任意的x/s ∈

Ap (x ∈ A, s ∈ S),由(3.1)存在a ∈ A以及y ∈ pn使得

sa+ y = 1.

这得到
1

s
≡ a (mod pnAp).

因此x/s ≡ ax (mod pnAp). 这说明上述同态为满同态.

下面来说明这个满同态的核为pn. 也就是说要说明pnAp ∩ A = pn. 显

然pn ⊆ pnAp. 反过来,对任意的u = z
t
∈ pnAp ∩ A (z ∈ pn, t ∈ S),再由(3.1),

存在v ∈ A,w ∈ pn使得

tv + w = 1.

因此

u = utv + uw = zv + uw ∈ pn.

这说明pnAp ∩A ⊆ pn. 因此该满同态的核恰好为pn. 则由同构定理我们得到

A/pn ∼= Ap/p
nAp.

综上,我们完成了证明.

3.2 离散赋值环

这一节我们将介绍离散赋值环. 首先我们给出赋值环的定义.

定义 3.4. 设A为整环, frac(A) = K. 如果对任意的x ∈ K×都有x ∈ A或

者1/x ∈ A,则称A为一个赋值环.

赋值环有如下性质.

命题 3.5. 设A为赋值环. 则A整闭. 同时, A为局部环,并且

m = {x ∈ A : x = 0或者1/x ̸∈ A}

为A唯一的极大理想.
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3 局部化与离散赋值环 3.2 离散赋值环

证明: 设frac(A) = K. 使用反证法来说明A整闭. 假设存在x ∈ K× \ A使

得x在A上整. 不妨设x满足

xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0,

其中n ∈ Z+, a0, · · · , an−1 ∈ A. 由赋值环的定义,此时1/x ∈ A. 在上式两边

同时乘以(1/x)n−1得到

x = −

(
an−1 + · · ·+ a1

(
1

x

)n−2
+ a0

(
1

x

)n−1)
∈ A.

这与x ̸∈ A矛盾. 因此A整闭.

下面来说明A为局部环. 此时仅需说明m为A模. 也就是要说明, 对任意

的x, y ∈ m以及任意的r ∈ A,都有x+ y ∈ m与rx ∈ m. 我们继续使用反证法.

假设存在u, v ∈ m使得u+ v ̸∈ m. 则u, v ̸= 0且u+ v ∈ A×. 由此得到
v
u

= 1
u
(u+ v)− 1 ̸∈ A,

u
v

= 1
v
(u+ v)− 1 ̸∈ A.

这与赋值环的定义矛盾. 再假设存在w ∈ m以及a ∈ A使得aw ̸∈ m. 则a ̸=

0, w ̸= 0且aw ∈ A×. 由此得到

1

w
= a

(
1

aw

)
∈ A.

这与w ∈ m矛盾. 上面的讨论说明m为A模. 因此A为局部环且m为其唯一的

极大理想.

综上,我们完成了证明.

下面我们给出离散赋值环的定义.

定义 3.5. 设A为整环. 如果A为主理想整环且仅有唯一的非零极大理想, 则

称A为一个离散赋值环. 我们常用dvr来表示离散赋值环.

注记 3.2. 容易说明离散赋值环是一个赋值环. 事实上, 设π ∈ A为A的一个

素元. 则显然m = πA为离散赋值环A唯一的极大理想. 并且对任意的x ∈

frac(A)×,存在唯一的r ∈ Z以及ε ∈ A×使得

x = πr · ε.

另一方面由Dedekind环的定义, A显然是一个Dedekind环, r = ordm(x)并且

A = {x ∈ frac(A) : ordm(x) ≥ 0} ,
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3 局部化与离散赋值环 3.2 离散赋值环

这里我们认为ordm(0) = +∞ > 0. 由上面的讨论容易得到A是一个赋值环.

下面的结果说明,除域以外,离散赋值环是结构最简单的整环.

命题 3.6. 设A为离散赋值环, frac(A) = K, B ⊆ K为交换幺环. 如果A ⊊

B ⊆ K,则B = K.

证明: 设m为A唯一的极大理想. 因为A ⊊ B, 存在b0 ∈ B \ A. 由注记3.2,

我们得到ordm(1/b0) = r0 ∈ Z+. 因此对任意的x ∈ K, 存在充分大的正整

数N使得

ordm

((
1

b0

)N
x

)
> 0,

即(由注记3.2) (
1

b0

)N
x ∈ A.

这说明x ∈ bN0 ·A ⊆ B. 因此K = B.

综上,我们完成了证明.

利用定理2.6,我们容易得到下面的结果.

命题 3.7. 设A为整环. 则A为离散赋值环当且仅当A为整闭的诺特环且A有唯

一的非零极大理想.

下面我们的定理说明Dedekind环在非零素理想处的局部化为离散赋值

环.

定理 3.2. 设A为诺特整环. 则A为Dedekind环当且仅当A在每个非零素理

想p处的局部化Ap为离散赋值环.

证明: "⇒". 由注记3.1,结论显然成立.

"⇐". 假设A在每个非零素理想p处的局部化Ap为离散赋值环. 我们首先

证明

A =
⋂
p

Ap. (3.2)

左边包含于右边是显然的.反过来,对任意的x ∈ ∩pAp,设

Ix = {a ∈ A : ax ∈ A} .

则显然Ix为A的理想,并且对任意的非零素理想p,存在s ∈ A \ p使得sx ∈ A,

即Ix ̸⊆ p (∀p). 因此Ix = A. 这说明x = 1x ∈ A. 由上面的讨论, (3.2)成立.
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3 局部化与离散赋值环 3.2 离散赋值环

下面说明A为Dedekind环. 为此仅需说明A整闭以及A的非零素理想p均

为极大理想. 先说明A整闭. 设x ∈ frac(A)且x在A上整. 则x也在Ap上整(∀p).

因为Ap整闭,由(3.2)我们得到

x ∈
⋂
p

Ap = A.

因此A整闭. 下面说明A的非零素理想均为极大理想. 使用反证法.假设存在

非零素理想p使得p ⊊ m,其中m为A的极大理想.则由命题3.3, pAm ⊊ mAm为

主理想整环Am上的两个非零素理想, 这与主理想整环上的非零素理想均为

极大理想的性质矛盾. 因此, A的非零素理想均为极大理想. 上面的讨论说

明A为Dedekind环.

综上,我们完成了证明.

注记 3.3. 证明的核心是等式(3.2). 利用类似的方法,对Dedekind环A的任意分

式理想a,我们可以得到

a =
⋂
p

aAp.
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4 DEDEKIND环上素理想的扩理想

4 Dedekind环上素理想的扩理想

4.1 分歧指数与惯性次数

我们首先从下面的定理出发.

定理 4.1. 设A为Dedekind环, frac(A) = K, L/K为域的有限可分扩张. 则A在

域L中的整闭包B也是Dedekind环.

证明: 由命题1.1,可以设b1, b2, · · · , bn ∈ B为L/K的一组基. 令d为这组基的

判别式. 则由引理1.3与命题1.4,

B ⊆ A
b1
d

+A
b2
d

+ · · ·+A
bn
d
.

这说明B的每个理想都是一个有限生成诺特A模的子模. 由有限生成诺特

模的子模的性质, B的理想均为有限生成A模, 那自然也为有限生成B模. 因

此B为诺特环.

下面来说明B的任意非零素理想P为极大理想.事实上,利用与定理2.1的

证明中类似的方法可以说明P∩A = p为A的一个非零素理想.注意到A/p ↪→

B/P且B/P在A/p上整. 由引理2.1,我们得到B/P为域.因此P为极大理想.

而由B的定义, B整闭.

综上,我们证明了B为Dedekind环.

注记 4.1. 事实上,这个定理中的条件可以减弱许多. 我们不加证明地给出经

典的Akizuki-Krull定理.

定理 4.2. 设A为整环且A的每个非零素理想均为极大理想, frac(A) = K,

L/K为域的有限扩张. 则A在L中的整闭包B是Dedekind环.

设A为Dedekind环, frac(A) = K,L/K为域的有限可分扩张,B为A在L中

的整闭包. 这一节的主要任务是研究A的非零素理想p在B上的扩理想pB. 为

此,我们首先介绍经典的中山引理(the Nakayama Lemma).

引理 4.1. 设A为局部环, m为其唯一的非零极大理想, M为有限生成A模. 如

果mM =M ,则M = 0.

证明: 因为M为有限生成A模,集合{
k ∈ Z+ : 存在x1, · · · , xk使得M = Ax1 + · · ·+Axk

}
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4 DEDEKIND环上素理想的扩理想 4.1 分歧指数与惯性次数

不为空集.设r为该集合中最小的元素,并且设

M = Ay1 + · · ·+Ayr.

如果r = 1,则存在m1 ∈ m使得y1 = m1y1. 因为A为局部环, (1 −m1) ∈ A×.

因此由y1 = m1y1可以得到y1 = 0,即M = 0. 如果r ≥ 2,则存在t1, · · · , tr ∈

m使得

x1 = t1x1 + t2x2 + · · ·+ trxr.

注意到(1− t1) ∈ A×,由上式我们得到x1 ∈ Ax2 + · · ·+Axr. 因此

M = Ax2 + · · ·+Axr.

这与r的最小性矛盾. 由上面的讨论,我们得到r = 1并且因此M = 0.

综上,我们完成了证明.

利用中山引理,我们可以得到下面的结果.

引理 4.2. 设A为Dedekind环, frac(A) = K,L/K为域的有限可分扩张,B为A在

域L中的整闭包. 对A的任意非零素理想p,我们有pB ̸= B.

证明: 设S = A \ p, Ap为A在p处的局部化, Bp := S−1B为分式环. 使用反证

法.假设pB = B. 则由命题3.2,我们得到

Bp = S−1B = S−1(pB) = S−1pS−1B = pApBp. (4.1)

由定理3.2我们知道Ap为离散赋值环. 由命题3.1, Ap在L中的整闭包恰好

为Bp. 因此, 由定理1.2, 我们得到Bp为有限生成Ap模. 将这些与(4.1)以及

引理4.1结合起来,我们得到Bp = 0. 这显然矛盾.

综上,我们证明了pB ̸= B.

由引理4.2与定理4.1, 我们知道对A的任意非零素理想p, 扩理想pB可以

分解为Dedekind环B上一些素理想的乘积. 我们给出如下定义.

定义 4.1. 设A为Dedekind环, frac(A) = K,L/K为域的有限可分扩张,B为A在

域L中的整闭包. 对A的任意非零素理想p,设

pB = Pe1
1 Pe2

2 · · ·Per
r

为pB在Dedekind环B上的素理想分解, 其中P1, · · · ,Pr为B的两两不同的非

零素理想, e1, · · · , er ∈ Z+. 将ei称作Pi在p上的分歧指数(ramification index),
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4 DEDEKIND环上素理想的扩理想 4.1 分歧指数与惯性次数

并记作e(Pi|p). 将剩余类域的扩张次数[B/Pi : A/p]称作Pi在p上惯性次

数inertia degree,并记作f(Pi|p).

关于分歧指数与惯性次数,我们有如下结果.

定理 4.3. 记号如上. 则

r∑
i=1

e (Pi|p) · f (Pi|p) = [L : K] .

证明: 利用Dedekind环上B上的P-adic order,对任意的1 ≤ i ̸= j ≤ r以及B的

任意非零素理想P,容易得到

ordP

(
Pei
i +P

ej
j

)
= min

{
ordP (Pei

i ) , ordP

(
P
ej
j

)}
= 0,

即P eii +P
ej
j = B. 这说明这些Pei

i 两两互素. 因此,由中国剩余定理,

B/pB ∼=
⊕

1≤i≤r

B/Pei
i . (4.2)

注意到上式两边均为A/p模. 为了证明定理,我们仅需说明

dimA/p (B/pB) = [L : K] , (4.3)

以及

dimA/p (B/P
ei
i ) = e (Pi|p) · f (Pi|p) . (4.4)

我们采用局部化的方法来证明(4.3). 为此,先证明如下的A/p模同构

B/pB ∼= Bp/pBp. (4.5)

考虑B → Bp/pBp的同态h : b 7→ b mod pBp. 先说明h为满同态. 对任意

的b/s ∈ Bp (b ∈ B, s ∈ S = A \ p),容易验证

sA+ p = A.

因此sB + pB = B. 由此存在x ∈ B, u ∈ pB使得sx+ u = 1. 这说明

b

s
≡ xb (mod pBp).

因此h为满同态.
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4 DEDEKIND环上素理想的扩理想 4.1 分歧指数与惯性次数

下面考虑kerh. 显然kerh = pBp ∩ B. 我们断言kerh = pBp ∩ B = pB.

显然pB ⊆ pBp ∩B. 反过来,对任意的y = z/t ∈ pBp ∩B (z ∈ pB, t ∈ S),利

用和上面类似的办法容易得到

tB + pB = B.

因此,存在v ∈ B,w ∈ pB使得

tv + w = 1.

由此, y = ytv + yw = zv + yw ∈ pB, 即pBp ∩ B ⊆ pB. 由上面的讨论, 我

们得到kerh = pB. 综上,同构(4.5)成立.再由定理3.1,我们有A/p ∼= Ap/pAp.

因此,

dimA/p (B/pB) = dimAp/pAp
(Bp/pBp) .

由定理3.2, Ap为离散赋值环. 由命题3.1, Ap在L中的整闭包恰好为Bp. 由这

些与定理1.2, Bp关于Ap的整基是存在的,不妨设为ω1, · · · , ωn,其中n = [L :

K]. 设ω̄i = ωi mod pBp. 对任意的x ∈ Ap, 设x̄ = x mod pAp. 则对任意

的x1, · · · , xn ∈ Ap,如果 ∑
1≤i≤n

x̄iω̄i = 0,

则 ∑
1≤i≤n

xiωi ≡ 0 (mod pBp).

因为这些ωi为整基,我们得到xi ∈ pAp (∀1 ≤ i ≤ n),即x̄i = 0 (∀1 ≤ i ≤ n).

注意到这些ω̄i可以Ap/pAp线性表示Bp/pBp中的任意元素. 由上面的讨论,

ω̄1, · · · , ω̄n恰好为Bp/pBp的一组(Ap/pAp)-基. 因此,

dimA/p (B/pB) = dimAp/pAp
(Bp/pBp) = [L : K] ,

即(4.3)成立.

下面考虑(4.4). 首先,对任意的m ∈ Z≥0,容易得到正合列

0 → Pm
i /P

m+1
i → B/Pm+1

i → B/Pm
i → 0, (4.6)

其中我们定义P0
i = B. 另一方面, 对任意的m ∈ Z≥0, 我们断言有如下

的A/p模同构

B/Pi
∼= Pm

i /P
m+1
i . (4.7)
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4 DEDEKIND环上素理想的扩理想 4.2 Kummer分解定理

事实上, 取xm ∈ Pm
i \ Pm+1

i . 考虑理想xmB + Pm+1
i . 对B的任意非零素理

想P,容易验证

ordP

(
xmB +Pm+1

i

)
=

0 如果 P ̸= Pi,

m 如果 P = Pi.

因此xmB+Pm+1
i = Pm

i .由此,同态b 7→ bxmmodPm+1
i 是B → Pm

i /P
m+1
i 的

满同态. 并且该满同态的核显然为Pi. 综上, 同构(4.7)成立. 将(4.6)与(4.7)结

合起来,我们得到正合列

0 → B/Pi → B/Pm+1
i → B/Pm

i → 0.

因此

dimA/p

(
B/Pm+1

i

)
− dimA/p (B/P

m
i ) = dimA/p (B/Pi) .

由此我们得到

dimA/p (B/P
ei
i ) = ei · dimA/p (B/Pi) = e (Pi|p) · f (Pi|p) ,

即(4.4)成立.

最后,由(4.2), (4.3)与(4.4),我们得到

r∑
i=1

e (Pi|p) · f (Pi|p) = [L : K] .

综上,我们完成了证明.

4.2 Kummer分解定理

设A为Dedekind环, frac(A) = K, L/K为域的有限可分扩张, B为A在

域L中的整闭包. 因为L/K为域的有限可分扩张并且L = {b/a : b ∈ B, a ∈

A \ {0}} (命题1.1),存在θ ∈ B使得L = K(θ). 显然此时A[θ] ⊆ B.

我们首先给出如下定义.

定义 4.2. 记号如上. 称B模

F := {x ∈ B : xB ⊆ A[θ]}

为A[θ]在B中的导子.
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4 DEDEKIND环上素理想的扩理想 4.2 Kummer分解定理

注记 4.2. (i)对任意的x ∈ F ,我们有x · 1 ∈ xB ⊆ A[θ]. 因此F ⊆ A[θ].

(ii) 如果设[L : K] = n, 则1, θ, · · · , θn−1 ∈ B为L/K的一组基. 此时这

组基的判别式d = d(1, θ, · · · , θn−1) ∈ A \ {0}, 并且由引理1.3, 我们有dB ⊆

A[θ]. 这说明F是非零理想.

为了方便, 对任意的f(t) ∈ A[t]以及A的任意非零素理想p, 定义f̄(t) =

f(t) mod pA[t] ∈ (A/p)[t].

下面我们给出经典的Kummer分解定理.

定理 4.4. 记号如上. 设pθ(t) ∈ A[t]为θ在K上的极小多项式, p为A的非零素

理想且pA[θ]与F在A[θ]中互素. 如果p̄θ(t)在(A/p)[t]中的分解式为

pθ(t) = p1(t)
e1p2(t)

e2 · · · pr(t)er ,

其中这些pi(t) ∈ A[t]均为首一多项式,这些pi(t)均为(A/p)[t]中两两不同的不

可约多项式并且e1, · · · , er ∈ Z+,则

pB = Pe1
1 Pe2

2 · · ·Per
r ,

其中这些

Pi = pB + pi(θ)B

为B上两两不同的素理想,并且

e (Pi|p) = ei, f (Pi|p) = deg(pi(t)).

证明: 设κ = A/p. 我们首先证明如下的同构.

κ[t]/pθ(t)κ[t] ∼=
h1

A[θ]/pA[θ] ∼=
h2

B/pB, (4.8)

其中

h1 : g(t) mod pθ(t)κ[t] 7→ g(θ) mod pA[θ],

h2 : g(θ) mod pA[θ] 7→ g(θ) mod pB.

容易验证h1, h2的定义是合理的.
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4 DEDEKIND环上素理想的扩理想 4.2 Kummer分解定理

考虑κ[t] → A[θ]/pA[θ]的同态h1 : g(t) 7→ g(θ) mod pA[θ]. 容易验证h1的

定义是合理的,并且h1是满同态. 另一方面,

Kerh1 = {g(t) ∈ κ[t] : g(θ) ≡ 0 (mod pA[θ])}

= {g(t) ∈ κ[t] : 存在u(t) ∈ pA[t]使得g(θ) = u(θ)}

= {g(t) ∈ κ[t] : 存在u(t) ∈ pA[t]使得g(t) ≡ u(t) (mod pθ(t)A[t])}

= {g(t) ∈ κ[t] : g(t) ≡ 0 (mod pθ(t)κ[t])}

= pθ(t)κ[t].

由上面的讨论,我们得到

κ[t]/pθ(t)κ[t] ∼=
h1

A[θ]/pA[θ].

考虑A[θ] → B/pB的同态h2 : g(θ) 7→ g(θ) mod pB.因为pA[θ]与F在A[θ]中

互素,由F的定义我们得到

pA[θ] + F = A[θ] ⇒ pB + FB = B ⇒ pB +A[θ] = B.

这说明h2为满同态. 下面考虑kerh2 = pB ∩ A[θ]. 我们断言kerh2 = pB ∩

A[θ] = pA[θ]. 显然有pA[θ] ⊆ pB ∩ A[θ]. 反过来,因为pA[θ] + F = A[θ],存

在v ∈ pA[θ]与w ∈ F使得

v + w = 1.

对任意的g(θ) ∈ pB ∩A[θ],我们有

g(θ) = vg(θ) + wg(θ) ∈ pA[θ] + FpB = pA[θ].

因此pB ∩A[θ] ⊆ pA[θ]. 由上面的讨论, kerh2 = pA[θ]. 由此

A[θ]/pA[θ] ∼=
h2

B/pB.

综上,同构(4.8)成立.

由商环的性质, κ[t]/pθ(t)κ[t]上的素理想与κ[t]上包含pθ(t)的素理想一一

对应.因此,

ai = pi(t)κ[t]/pθ(t)κ[t] (i = 1, 2, · · · , r)

恰好为k[t]/pθ(t)κ[t]上的全部素理想. 由同构(4.8),我们得到

h2 ◦ h1 (ai) = (pi(θ)B + pB) /pB (i = 1, 2, · · · , r)
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4 DEDEKIND环上素理想的扩理想 4.3 有理素数在二次域上的素理想分解

恰好为B/pB上的全部素理想. 再利用商环的性质,

Pi = pi(θ)B + pB (i = 1, 2, · · · , r)

恰好就是B中包含pB的全部素理想.

下面考虑分歧指数与惯性次数. 注意到

e(Pi|p) = max {e ∈ Z≥0 : p ⊆ Pe
i} .

(补充定义P0
i = B). 由此与同构(4.8),我们得到

e(Pi|p) = max {e ∈ Z≥0 : p ⊆ Pe
i}

= max {e ∈ Z≥0 : pθ(t)κ[t] ⊆ pi(t)
eκ[t]}

= ei.

再由同构(4.8),

B/Pi
∼=

B/pB

Pi/pB
∼=

κ[t]/pθ(t)κ[t]

pi(t)κ[t]/pθ(t)κ[t]
∼= κ[t]/pi(t)κ[t].

因此,

f (Pi|p) = [B/Pi : κ] = [κ[t]/pi(t)κ[t] : κ] = deg(pi(t)).

综上,我们完成了证明.

4.3 有理素数在二次域上的素理想分解

在本节中, 我们将利用Kummer分解定理来研究有理素数在二次域上的

素理想分解.

定理 4.5. 设d ̸= 0, 1为无平方因子整数, K = Q(
√
d). 则下列结论成立.

(i)当素数p > 2时,我们有

p在OK上完全分歧⇔ d ≡ 0 (mod pZ),

p在OK上完全分裂⇔
(
d

p

)
= 1,

pOK为素理想⇔
(
d

p

)
= −1.
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4 DEDEKIND环上素理想的扩理想 4.4 分圆域的代数整数环

(ii)当p = 2时,我们有

2在OK上完全分歧⇔ d ≡ 2, 3 (mod 4),

2在OK上完全分裂⇔ d ≡ 1 (mod 8),

2OK为素理想⇔ d ≡ 5 (mod 8).

证明: (i)当p > 2时,令F为Z[
√
d]在OK中的导子.则由定理1.3,我们有2OK ⊆

Z[
√
d], 即2 ∈ F . 因此, 显然有pZ[

√
d]与F互素. 由定理4.4, pOK的素理想分

解完全取决于
√
d在Q上的极小多项式t2 − d在Z/pZ = Fp上的分解. 由此,我

们容易验证(i)成立.

(ii) 当p = 2时, 我们分两种情形讨论. 如果d ≡ 2, 3 (mod 4), 则取θ =
√
d, 并且此时Z[

√
d]在OK中的导子恰好为OK . 因为t2 − d在F2中可以分解

为(t − d)2,由定理4.4,素数2在OK上完全分歧. 如果d ≡ 1 (mod 4),则取θ =

(−1+
√
d)/2 ∈ OK . 此时θ在OK中的导子也等于OK . 由定理4.4, 2OK的分解

完全取决于(−1 +
√
d)/2在Q上的极小多项式t2 + t + 1−d

4
在F2上的分解. 由

此,我们容易验证(ii)成立.

综上,我们完成了证明.

4.4 分圆域的代数整数环

设n ∈ Z≥2, ζn ∈ C为一个本原n次单位根,即

ζmn = 1 ⇔ m ≡ 0 (mod nZ).

分圆域Q(ζn)是代数数论的重要研究对象, 在这里我们先介绍分圆域的一些

简单性质.

为了方便, 对任意的素数p与多项式f(t) ∈ Z[t], 我们使用记号f(t)表

示f(t)模p的约化f(t) mod pZ[t]. 我们首先有如下定理.

定理 4.6. 记号如上. 则

{σ(ζn) : σ ∈ Gal (Q(ζn)/Q)} =
{
ζkn : k ∈ (Z/nZ)×

}
.

也就是说, ζn的全部共轭元恰好为全体本原n次单位根.

证明: 我们先证明所有的本原n次单位根均为ζn的共轭元.使用反证法.假设

存在本原n次单位根ζkn (gcd(k, n) = 1)使得

σ(ζkn) ̸= ζn (∀σ ∈ Gal (Q(ζn)/Q)).
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由Dirichlet定理,存在素数p使得p ≡ k (mod nZ). 因此, ζkn = ζpn.

设pn(t) ∈ Z[t]为ζn在Q上的极小多项式.则存在首一多项式g(t) ∈ Q[t]使

得

tn − 1 = pn(t)g(t).

由Gauss引理,我们有g(t) ∈ Z[t]. 因为ζpn不是ζn的共轭元,我们得到g(ζpn) = 0.

因此,

g(tp) ≡ 0 (mod pn(t)Z[t]).

考虑这些多项式在Fp上的约化. 注意到

g(tp) ≡ g(t)p (mod pZ[t]),

由上面的讨论,我们得到

g(t)p = g(tp) ≡ 0 (mod pn(t)Fp[t]).

因为pn(t) ∈ Z[t]为首一多项式,我们有deg(pn(t)) ≥ 1. 由此,存在Fp[t]上的不

可约多项式h(t)使得

g(t)p ≡ 0 (mod h(t)Fp[t]).

这说明

g(t) ≡ 0 (mod h(t)Fp[t]).

由此, 多项式tn − 1在Falg
p 上有重根. 这显然矛盾(因为gcd(p, n) = 1, 多项

式tn − 1在Falg
p 中无重根). 由上面的讨论,我们得到{
ζkn : k ∈ (Z/nZ)×

}
⊆ {σ(ζn) : σ ∈ Gal (Q(ζn)/Q)} .

反过来,设ζmn 为ζn的一个共轭元,并且设σ0 ∈ Gal (Q(ζn)/Q)使得σ0(ζn) =

ζmn . 假设gcd(m,n) = d > 1. 则

1 = (ζmn )
n
d = σ0(ζn)

n
d = σ0(ζ

n
d
n ).

因此,

ζ
n
d
n = σ−10 (1) = 1.

这与ζn为本原n次单位根矛盾. 上面的讨论说明ζn的共轭元一定为本原n次单

位根.

综上,我们完成了证明.
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由该定理,我们容易得到如下推论.

推论 4.1. 记号如上. 则下列结论成立.

(i) [Q(ζn) : Q] =
∣∣∣(Z/nZ)×∣∣∣ = φ(n).

(ii) ζn的极小多项式为

Φn(t) =
∏

k∈(Z/nZ)×

(
t− ζkn

)
.

我们将其称为分圆多项式.

下面我们介绍抽象代数中的一个经典结果.

引理 4.3. 设G为有限交换群, x, y ∈ G. 则存在z ∈ G使得

o(z) = lcm (o(x), o(y)) .

证明: 当o(x) = o(y) = 1时,结论显然成立.下面假设o(x) > 1或者o(y) > 1.

设p1, · · · , pr为o(x)o(y)中出现的全部素因子,并且设

o(x) =
∏

1≤i≤r

pui

i , o(y) =
∏

1≤i≤r

pvii ,

其中ui, vi ∈ Z≥0. 令

X = {1 ≤ i ≤ r : ui ≤ vi}, Y = {1 ≤ i ≤ r : ui > vi}.

则容易验证

o
(
x
∏

i∈X p
ui
i

)
=
∏
i∈Y

pui

i ,

以及

o
(
y
∏

i∈Y p
vi
i

)
=
∏
i∈X

pvii .

因为G为交换群且

gcd
(
o
(
x
∏

i∈X p
ui
i

)
, o
(
y
∏

i∈Y p
vi
i

))
= 1,

我们得到

o
(
x
∏

i∈X p
ui
i · y

∏
i∈Y p

vi
i

)
=
∏
i∈Y

pui

i ·
∏
i∈X

pvii = lcm (o(x), o(y)) .

综上,我们完成了证明.
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我们还需要初等数论中的一个经典结果.

引理 4.4. 设m,n ∈ Z≥2, lcm(m,n) = l, gcd(m,n) = d. 则

φ(m)φ(n) = φ(d)φ(l).

证明: 设

X = {p : p为素数, p | m, p | n} ,

Y = {p : p为素数, p | m, p ∤ n} ,

Z = {p : p为素数, p ∤ m, p | n} .

则

d =
∏
p∈X

pmin{ordp(m),ordp(n)},

l =
∏
p∈X

pmax{ordp(m),ordp(n)} ·
∏
p∈Y

pordp(m) ·
∏
p∈Z

pordp(n).

由此与φ函数的计算公式,容易得到

φ(m)φ(n) = φ(d)φ(l).

综上,我们完成了证明.

利用这两个引理我们可以得到如下结果.

定理 4.7. 记号如上. 则下列结论成立.

(i)对任意的m ∈ Z≥2,我们有

Q(ζm, ζn) = Q(ζlcm(m,n)), Q(ζm) ∩Q(ζn) = Q(ζgcd(m,n)).

(ii) 当n ≥ 2为奇数时, Q(ζn) = Q(ζ2n). 当n ≥ 2为偶数时, 分圆域

Q(ζn)中的所有单位根恰好为全体n次单位根.

证明: (i)设lcm(m,n) = l. 考虑由ζn, ζm生成的有限乘法交换群

G =
{
ζinζ

j
m : 0 ≤ i ≤ n− 1, 0 ≤ j ≤ m− 1

}
.

由引理4.3, 存在一个本原l次单位根ζl ∈ G. 因此Q(ζl) ⊆ Q(ζm, ζn). 另

一方面, 因为n | l, 单位根ζ
l
n

l 是一个本原n次单位根. 由定理4.6, 存在k ∈

Z且gcd(k, n) = 1使得 (
ζ

l
n

l

)k
= ζn.
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这说明ζn ∈ Q(ζl). 类似地, ζm ∈ Q(ζl). 由上面的讨论我们得到

Q(ζl) ⊆ Q(ζm, ζn) ⊆ Q(ζl),

即Q(ζm, ζn) = Q(ζlcm(m,n)).

设d = gcd(m,n). 因为d | m, d | n,利用与上面类似的方法可以得到

Q(ζd) ⊆ Q(ζm) ∩Q(ζn).

另一方面,由上面的讨论与Galois定理,

[Q(ζl) : Q] = [Q(ζm, ζn) : Q] =
[Q(ζm) : Q] [Q(ζn) : Q]

[(Q(ζm) ∩Q(ζn)) : Q]
.

由此与引理4.4,

[(Q(ζm) ∩Q(ζn)) : Q] =
φ(m)φ(n)

φ(l)
= φ(d) = [Q(ζd) : Q] .

由上面的讨论我们得到

Q(ζd) = Q(ζm) ∩Q(ζn).

(ii)当n ≥ 2为奇数时, Q(ζn) ⊆ Q(ζ2n)并且

[Q(ζ2n : Q)] = φ(2n) = φ(n) = [Q(ζn : Q)] .

因此Q(ζn) = Q(ζ2n).

当n ≥ 2为偶数时,设ζm ∈ Q(ζn)为一个本原m次单位根, l = lcm(m,n).

由(i),我们得到

Q(ζn) = Q(ζm, ζn) = Q(ζl).

因此, φ(n) = φ(l). 设p1, · · · , pr恰好为所有整除n的素数且p1 = 2. 因为n | l,

不妨设

n = pu1
1 · · · pur

r ,

l = pv11 · · · pvrr l′,

其中1 ≤ ui ≤ vi, l′ ∈ Z+且gcd(l′, p1p2 · · · pr) = 1. 注意到l′为奇数,由φ函数
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的计算公式,我们得到

φ(n) = φ(l)

⇒
∏

1≤i≤r

(
1− 1

p

)
pui =

∏
1≤i≤r

(
1− 1

p

)
pvi · φ(l′)

⇒
∏

1≤i≤r

pui−vi
i = φ(l′)

⇒φ(l′) = 1并且ui = vi (∀i = 1, 2, · · · , r)

⇒n = l

⇒m | n.

因此ζm是n次单位根.

综上,我们完成了证明.

当n为素数幂次时,分圆域Q(ζn)的代数整数环是容易确定的.

引理 4.5. 设n = pr,其中p为素数, r ∈ Z+. 考虑分圆域K = Q(ζn). 则下列结

论成立.

(i) p = (1− ζn)OK为OK上唯一包含素数p的素理想,并且

pOK = (1− ζn)
φ(n)OK .

(ii) d(1, ζn, · · · , ζφ(n)−1n ) = ±ps,其中s = pr−1(rp− r − 1).

(iii) OK = Z[ζn].

证明: (i)由定理4.6, ζn的极小多项式为

Φn(t) =
∏

k∈(Z/nZ)×

(
t− ζkn

)
=

tp
r − 1

tpr−1 − 1
= 1 + tp

r−1

+ · · ·+ tp
r−1(p−1).

令t = 1,我们得到

p =
∏

k∈(Z/nZ)×

(
1− ζkn

)
. (4.9)

对任意的k1, k2 ∈ (Z/nZ)×,可以取正整数m使得k2 · (m mod nZ) = k1. 因此

1− ζk1n
1− ζk2n

=
1− ζk2mn

1− ζk2n
∈ Z[ζn] ⊆ OK .

这说明对任意的k1, k2 ∈ (Z/nZ)×,

1− ζk1n
1− ζk2n

∈ O×K .
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由此与(4.9),我们得到

pOK =
∏

k∈(Z/nZ)×

(
1− ζkn

)
OK = (1− ζn)

φ(n) OK .

注意到[K : Q] = φ(n),利用定理4.3,上式说明p = (1− ζn)OK恰好为唯一包

含p的素理想,且e(p|p) = φ(n), f(p|p) = 1.

(ii)为了方便,我们设m = φ(n),并且设

Gal(K/Q) = {σ1, · · · , σm} .

则由判别式的定义,

d(1, ζn, · · · , ζφ(n)−1n ) = det
[
σi(ζ

j−1
n )

]2
1≤i,j≤m

=
∏

1≤i<j≤m

(σj(ζn)− σi(ζn))

= ±
∏

1≤i ̸=j≤m

(σj(ζn)− σi(ζn))

= ±
∏

1≤j≤m

∏
i ̸=j

(σj(ζn)− σi(ζn))

= ±
∏

1≤j≤m

σj (Φ
′
n(ζn))

= ±NK/Q (Φ′n(ζn)) . (4.10)

在等式 (
tp

r−1

− 1
)
Φn(t) = tp

r

− 1

两边同时对t求导,我们得到(
ζp

r−1

n − 1
)
Φ′n(ζn) = prζ−1n .

注意到ζp
r−1

n 是一个本原p次单位根. 为了方便,我们将其记作ζp. 由上式我们

容易验证

NK/Q (Φ′n(ζn)) = NK/Q

(
pr

ζn(ζp − 1)

)
= prm ·NK/Q

(
1

ζn(ζp − 1)

)
. (4.11)

由定理4.6与命题1.2,

NK/Q(ζn) =
∏

k∈(Z/nZ)×
ζkn = ±Φn(0) = ±1. (4.12)
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由命题1.3,

NK/Q(ζp − 1) = NQ(ζp)/Q
(
NK/Q(ζp) (ζp − 1)

)
= NQ(ζp)/Q (ζp − 1)

pr−1

= ±pp
r−1

. (4.13)

将(4.10)–(4.13)结合起来,我们得到

d(1, ζn, · · · , ζφ(n)−1n ) = ±ps,

其中s = pr−1(rp− r − 1).

(iii) 沿用(ii)中的记号. 因为f(p|p) = 1, 我们有Z/pZ ∼= OK/p. 因此,

Z+ p = OK . 这说明

Z[ζn] + (1− ζn)OK = OK . (4.14)

上式两边同时乘以(1− ζn)得到

(1− ζn)OK = (1− ζn)Z[ζn] + (1− ζn)
2OK .

由此与(4.14),我们有

Z[ζn] + (1− ζn)
2OK = OK .

重复上面的操作,容易验证对任意的正整数t都有

Z[ζn] + (1− ζn)
tOK = OK .

特别地,当t = ms时(m, s均为(ii)中定义的数),由(i),(ii)以及引理1.3我们得到

OK = Z[ζn] + (1− ζn)
msOK

= Z[ζn] + psOK

= Z[ζn] + d(1, ζn, · · · , ζm−1n )OK

⊆ Z[ζn] ⊆ OK .

因此OK = Z[ζn].

综上,我们完成了证明.

对一般的n ∈ Z+,下面我们来确定分圆域Q(ζn)的代数整数环. 为此,我

们首先介绍如下定理.
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定理 4.8. 设A为整闭整环, frac(A) = K, L/K,L′/K均为域的有限Galois扩

张且L ∩ L′ = K. 设OM为A在LL′/K的中间域M上的整闭包.

假设OL与OL′关于A的整基均存在, 且分别设为x1, · · · , xn与y1, · · · , ym.

如果d = d(x1, · · · , xn)与d′ = d(y1, · · · , ym)在A上互素,则

xiyj (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m)

恰好为OLL′关于A的整基,并且此时这组整基的判别式为dmd′n.

证明: 首先由Galois定理与L ∩ L′ = K,我们得到

[LL′ : K] =
[L : K] [L′ : K]

[L ∩ L′ : K]
= [L : K] [L′ : K] . (4.15)

注意到

LL′ = K(x1, · · · , xn)K(y1, · · · , ym).

这说明LL′中的元素都可以表示为这些xiyj的K线性组合. 由此与(4.15), 这

些xiyj恰好为LL
′/K的一组基. 由此, 我们下面仅需证明OLL′中的任意元素

均可表示为这些xiyj的A线性组合.

设z ∈ OLL′ . 则存在aij ∈ K (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m)使得

z =
∑

1≤i≤n

∑
1≤j≤m

aijxiyj =
∑

1≤i≤n

Mixi, (4.16)

其中

Mi =
∑

1≤j≤m

aijyj ∈ L′.

因为L ∩ L′ = K,设

Gal (LL′/L′) ∼= Gal (L/K) = {σ1, σ2, · · · , σn} .

由(4.16)得到线性方程组

σi(z) =
∑

1≤j≤n

σj(xi)Mi (1 ≤ j ≤ n).

由Cramer法则,对任意的1 ≤ i ≤ n,

Mi ∈
1

det [σj(xi)]1≤i,j≤n
OLL′ .
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由此我们得到

d ·Mi =
∑

1≤j≤m

daijyj ∈ OLL′ ∩ L′ = OL′ .

因为这些yj为OL′在A上的整基,我们有daij ∈ A (∀1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m). 类

似地,我们也有d′arj ∈ A (∀1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m). 因为d, d′在A上互素,存

在u, v ∈ A使得

du+ d′v = 1.

这说明对任意的1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m,

aij = daiju+ d′aijv ∈ A.

综上,我们证明了这些xiyj恰好为OLL′关于A的整基.

下面考虑这组整基的判别式. 设

N = [τi(yj)]1≤i,≤m,

其中

{τ1, · · · , τm} = Gal (L′/K) .

因为L ∩ L′ = K,我们有

Gal (LL′/K) ∼= Gal(L/K)⊕Gal(L′/K).

由这些与判别式的定义,这组整基的判别式恰好等于

det


σ1(x1)N σ1(x2)N · · · σ1(xn)N

σ1(x2)N σ2(x2)N · · · σ2(xn)N
...

...
. . .

...

σn(x1)N σn(x2)N · · · σn(xn)N



2

= dmd′n.

综上,我们完成了证明.

最后,我们介绍这一节的核心定理.

定理 4.9. 设n ∈ Z+. 则代数数域K = Q(ζn)的代数整数环为Z[ζn].

证明: 由引理4.5,当n = 1或者n为素数幂次时,结论成立.因此我们不妨设

n = pr11 p
r2
2 · · · prss ,
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其中s ≥ 2, p1, · · · , ps为两两不同的素数,并且r1, · · · , rs ∈ Z+. 由定理4.7,

Q(ζn) = Q(ζpr11 , ζp
r2
2
, · · · , ζprss ).

由定理4.7与引理4.5,对任意的1 ≤ i < j ≤ s,我们有

Q(ζprii ) ∩Q(ζ
p
rj
j
) = Q,

以及

gcd
(
d(Q(ζprii )), d(Q(ζ

p
rj
j
))
)
= 1.

由上面的讨论,利用定理4.8,我们得到

Z[ζn] ⊆ OK = Z[ζpr11 , ζpr22 , · · · , ζprss ] ⊆ Z[ζn] ⊆ OK .

因此, OK = Z[ζn].

综上,我们完成了证明.

4.5 有理素数在分圆域上的素理想分解

本节我们利用Kummer分解定理研究有理素数在分圆域上的素理想分

解.

定理 4.10. 设n ∈ Z≥2, K = Q(ζn). 对任意的有理素数p,设

fp := min
{
k ∈ Z+ : pk ≡ 1 (mod n/pordp(n))

}
.

则

pOK = (p1p2 · · · pr)φ(p
ordp(n))

,

其中p1, · · · , pr为OK上两两不同的素理想. 并且对任意的1 ≤ i ≤ r, 我们

有f(pi|p) = fp.

证明: 首先考虑p ∤ n的情形. 设p为OK上一个包含p的素理想. 我们有

Z/pZ = Fp ⊆ OK/p ⊆ Falg
p .

设

Un(C) = {x ∈ C : xn = 1}, Un(Falg
p ) = {x ∈ Falg

p : xn = 1}.
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因为p ∤ n, 多项式tn − 1在Falg
p 上无重根. 因此, x 7→ x mod p为Un(C) →

Un(Falg
p )的同构.注意到

Fp
(
Un(Falg

p )
)
= Fpfp .

因此,对Falg
p 中任意的本原n次单位根x,我们有[Fp(x) : Fp] = fp,并且Φn(t) =

Φn(t) mod pZ[t]在Fpfp [t]上完全分解为

Φn(t) =
∏

x∈Falg
p 为本原n次单位根

(t− x) .

因为tn − 1在Fp上无重根,我们可以设Φn(t)在Fp上分解为

Φn(t) = p1(t)p2(t) · · · pr(t),

其中pi(t) ∈ Z[t]为首一多项式, pi(t) = pi(t) mod pZ[t]为Fp[t]上两两不同

的不可约多项式. 注意到这些不可约多项式pi(t)均为Falg
p 中本原n次单位根

在Fp上的不可约多项式. 我们得到

deg(pi(t)) = fp.

因为OK = Z[ζn],由定理4.4,我们有

pOK = p1p2 · · · pr,

其中这些pi = pOK + pi(ζn)OK为OK上两两不同的素理想, 并且f(p|p) =

deg(pi) = fp.

下面我们考虑p | n的情形. 此时我们设n = pordp(n)n′,并取OK上的一个

素理想p使得 (1 − ζpordp(n)) ∈ p (由引理4.5,元素(1 − ζpordp(n)) ̸∈ OK ,因此这

样的p是存在的).因为gcd(pordp(n), n′) = 1,(
Z/pordp(n)Z

)× ⊕ (Z/n′Z)× ∼= (Z/nZ)× .

这得到{
ζi
pordp(n)ζ

j
n′ : i ∈ (Z/pordp(n))×, j ∈ (Z/n′Z)×

}
=
{
ζin : i ∈ (Z/nZ)×

}
.

因此,

Φn(t) =
∏

k∈(Z/nZ)×

(
t− ζkn

)
=

∏
i∈(Z/pordp(n))×

∏
j∈(Z/n′Z)×

(
t− ζi

pordp(n)ζ
j
n′

)
.
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4 DEDEKIND环上素理想的扩理想 4.5 有理素数在分圆域上的素理想分解

因为ζpordp(n) ≡ 1 (mod p),上式可以得到

Φn(t) ≡
∏

i∈(Z/pordp(n)Z)×

∏
j∈(Z/n′Z)×

(t−ζi
pordp(n)) ≡ Φn′(t)φ(p

ordp(n)) (mod pOK [t]).

注意到Φn(t),Φn′(t) ∈ Z[t],上面的同余式说明

Φn(t) ≡ Φn′(t)φ(p
ordp(n)) (mod pZ[t]).

也就是说, Φn(t) mod pZ[t]在Fp[t]上的分解完全取决于Φn′(t) mod pZ[t]在Fp[t]上

的分解. 因为p ∤ n′,利用前面的讨论,我们容易得到

pOK = (p1p2 · · · pr)φ(p
ordp(n))

,

其中p1, · · · , pr为OK上两两不同的素理想. 并且对任意的1 ≤ i ≤ r,我们有

f(pi|p) = min
{
k ∈ Z+ : pk ≡ 1 (mod n′)

}
.

综上,我们完成了证明.
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5 Hilbert分歧理论

在本章中,如果没有特殊说明,我们总是设A为Dedekind环, frac(A) = K,

L/K为有限Galois扩张, B为A在L中的整闭包. 对A的任意非零素理想p,令

Ωp = {P : P为B的素理想且p ⊆ P} .

5.1 分解群与惯性群

我们从下面的结果开始.

命题 5.1. 设p为A的非零素理想. 则对任意的P0 ∈ Ωp,我们有

{σ(P0) : σ ∈ Gal(L/K)} = Ωp.

也就是说, Gal(L/K)在Ωp上的作用是可迁的.

证明: 使用反证法.假设存在P1 ∈ Ωp使得

P1 ̸∈ {σ(P0) : σ ∈ Gal(L/K)} .

则由中国剩余定理,存在x ∈ B使得x ≡ 0 (mod P1),

x ≡ 1 (mod σ−1(P0)) (∀σ ∈ Gal(L/K)).

由此,

NL/K(x) =
∏

σ∈Gal(L/K)

σ(x) ≡ 1 (mod P0).

因为NL/K(x) ∈ A,上式得到NL/K(x) ≡ 1 (mod p). 另一方面,

NL/K(x) = x ·
∏

σ∈Gal(L/K)\{id}

σ(x) ≡ 0 (mod P1).

因此, NL/K(x) ≡ 0 (mod p). 这与NL/K(x) ≡ 1 (mod p)矛盾.

综上,我们完成了证明.

由该命题,我们容易得到如下推论.

推论 5.1. 设p为A的非零素理想. 则对任意的Pi,Pj ∈ Ωp都有

e (Pi|p) = e (Pj |p) ,
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5 HILBERT分歧理论 5.1 分解群与惯性群

以及

f (Pi|p) = f (Pj |p) .

为了方便,将这些相同的e (Pi|p)简记为ep,将这些相同的f (Pi|p)简记为fp.

下面我们给出分解群以及分解域的定义.

定义 5.1. 设p为A的非零素理想. 对任意的P ∈ Ωp,称子群

GP := {σ ∈ Gal(L/K) : σ(P) = P}

为P在K上的分解群(decomposition group). 同时,将GP的不动点域

ZP := {x ∈ L : σ(x) = x ∀σ ∈ GP}

称为P在K上的分解域(decomposition field).

关于GP,我们有如下注记.

注记 5.1. (i)对任意的σ ∈ Gal(L/K),我们有

Gσ(P) = σ ◦GP ◦ σ−1.

(ii)由群作用的性质与定理4.3,

[Gal(L/K) : GP] = |Ωp| =
[L : K]

epfp
.

因此, |GP| = epfp.

为了方便, 对B的任意非零素理想P以及任意的中间域K ⊆ M ⊆ L, 记

号PM表示B ∩M上的素理想P ∩M . 我们有如下定理.

定理 5.1. 设P为B的非零素理想, p = P ∩A. 则下列结论成立.

(i) P为B上唯一包含PZP
的素理想.

(ii) e(PZP
|p) = f(PZP

|p) = 1.

(iii)设集合

X = {M : M为L/K的中间域且P为B上唯一包含PM的素理想} .

则对任意的M ∈ X都有ZP ⊆M ,即ZP为X中最小的中间域.

(iv)设集合

Y = {M : M为L/K的中间域且e(PM |p) = f(PM |p) = 1} .

则对任意的M ∈ Y都有M ⊆ ZP,即ZP为Y中最大的中间域.
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5 HILBERT分歧理论 5.1 分解群与惯性群

证明: (i)因为L/ZP也为Galois扩张,由命题5.1,集合

{σ(P) : σ ∈ Gal(L/ZP) = GP}

中的全部素理想恰好为B上包含PZP
的全体素理想. 因此P为B上唯一包

含PZP
的素理想.

(ii)容易验证P在ZP上的分解群恰好为GP. 因此,由注记5.1我们得到

e(P|PZP
) · f(P|PZP

) = |GP| = e(P|p) · f(P|p).

由此e(PZP
|p) = f(PZP

|p) = 1.

(iii)对任意的M ∈ X ,由分解群的定义, P在M上的分解群为

{σ ∈ Gal(L/M) : σ(P) = P} = GP ∩Gal(L/M).

由Galois对应, P在M上的分解域恰好为ZPM . 因为P为B上唯一包含PM的

素理想,由(ii)与定理4.3,我们得到

[L :M ] = e (P|PM ) ·f (P|PM ) = e
(
P|PZPM

)
·f
(
P|PZPM

)
= [L : ZPM ] .

因此, M = ZPM ,即ZP ⊆M .

(iv)对任意的M ∈ Y ,类似于(iii)的证明, P在M上的分解域恰好为ZPM .

因为e(PM |p) = f(PM |p) = 1,由(ii)与定理4.3,我们得到

[L : ZPM ] = e(P|PZPM ) · f(P|PZPM )

= e(P|PM ) · f(P|PM )

= e(P|p) · f(P|p)

= [L : ZP] .

因此, ZPM = ZP,即M ⊆ ZP.

综上,我们完成了证明.

为了给出惯性群的定义,我们需要下面几个结果.

引理 5.1. 设P为B的非零素理想, p = P ∩ A, λ = B/P, κ = A/p. 则剩余类

域的扩张λ/κ为正规扩张.

证明: 对任意的x̄ = x mod P ∈ λ (其中x ∈ B), 设px(t) ∈ A[t]为x在K上

的极小多项式, hx(t) ∈ κ[t]为x̄在κ上的极小多项式. 显然在κ[t]中, hx(t)可以
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5 HILBERT分歧理论 5.1 分解群与惯性群

整除px(t) = px(t) mod pA[t]. 因为L/K为Galois扩张, px(t)在B[t]中完全分

解. 因此,px(t)在κ[t]中完全分解. 由上面的讨论, hx(t)在κ[t]中完全分解. 因

此, λ/κ是正规扩张.

综上,我们完成了证明.

我们给出如下定理.

定理 5.2. 记号如上. 假设λ/κ为可分扩张. 考虑GP → Gal(λ/κ)的同态π :

σ 7→ σ,其中

σ (x mod P) = σ(x) mod P (∀x ∈ B).

则π为满同态.

证明: 由定理5.1,

(B ∩ ZP) /PZP
∼= A/p.

因此,我们不妨设K = ZP. 此时有Gal(L/K) = GP. 因为λ/κ为有限可分扩

张,存在x ∈ B使得λ = κ(x̄),其中x̄ = x mod P. 设px(t)为x在K上的极小多

项式, hx(t)为x̄在κ上的极小多项式. 则对任意的τ ∈ Gal(λ/κ),自同构τ完全

由τ(x̄)所决定.在κ[t]中, hx(t)可以整除px(t) = px(t) mod pA[t]. 由上面的讨

论,存在σ ∈ HomK(K(x), L)使得

σ(x) mod P = τ(x̄).

将σ延拓为Gal(L/K)中的自同构σ0. 则π(σ0) = τ . 因此, π为满同态.

综上,我们完成了证明.

注记 5.2. 将λ/κ为可分扩张的条件去掉, 结论依然成立. 我们在这里就不详

细讨论了.

下面我们给出惯性群以及惯性域的定义.

定义 5.2. 记号如上. 将满同态π : GP → Gal(λ/κ)的核Kerπ称为P在K上的

惯性群(inertia group),记作IP. 将IP的不动点域

TP = {x ∈ L : σ(x) = x ∀σ ∈ IP}

称为P在K上的惯性域(inertia field).

关于惯性群我们有如下注记.
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5 HILBERT分歧理论 5.1 分解群与惯性群

注记 5.3. (i)由满同态π的定义,容易验证

IP = {σ ∈ GP : σ(x) ≡ x (mod P) ∀x ∈ B}

= {σ ∈ Gal(L/K) : σ(x) ≡ x (mod P) ∀x ∈ B} .

最后一个等式成立是因为σ(x) ≡ x (mod P) (∀x ∈ B) ⇒ σ ∈ GP.

(ii)因为GP/IP ∼= Gal(λ/κ),我们得到|IP| = e(P|p). 因此,当p在L上不

分歧时,

GP
∼= Gal(λ/κ).

关于惯性群与惯性域,我们有如下定理.

定理 5.3. 设P为B的非零素理想, p = P ∩A. 则下列结论成立.

(i) PTP
在L上完全分歧,即[L : TP] = e(P|p) = e(P|PTP

).

(ii) f(PTP
|p) = f(P|p)以及e(PTP

|p) = 1.

(iii)设集合

U = {M : M为L/K的中间域且PM在L上完全分歧} .

则对任意的M ∈ U都有TP ⊆M ,即TP为U中最小的中间域.

(iv)设集合

V = {M : M为L/K的中间域且e(PM |p) = 1} .

则对任意的M ∈ V都有M ⊆ TP,即TP为V中最大的中间域.

证明: (i)由注记5.3,素理想P在TP上的惯性群为

{σ ∈ Gal(L/TP) : σ(x) ≡ x (mod P) ∀x ∈ B} = IP ∩Gal(L/TP) = IP.

因此,再由注记5.3,我们得到

e(P|PTP
) = |IP| = e(P|p) = [L : TP] . (5.1)

这说明PTP
在L上完全分歧.

(ii) 由(5.1), 我们有e(PTP
|p) = 1. 另一方面, 容易验证P在TP上的分解

群为

GP ∩Gal(L/TP) = IP.
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5 HILBERT分歧理论 5.1 分解群与惯性群

因此,由注记5.1与(5.1),我们有

e(P|PTP
) = |IP| = e(P|PTP

) · f(P|PTP
).

因此, f(P|PTP
) = 1,即f(P|p) = f(PTP

|p).

(iii)对任意的M ∈ U ,类似于定理5.1的证明,容易说明MTP恰好为P在M上

的惯性域.注意到[L :M ] = e(P|PM ),由(i),我们得到

[L :MTP] = e(P|PMTP
) = e(P|PM ) = [L :M ] .

因此, MTP =M ,即TP ⊆M .

(iv) 对任意的M ∈ V , 类似于上面的讨论, MTP恰好为P在M上的惯性

域.由(i)以及e(PM |p) = 1,我们得到

[L :MTP] = e(P|PMTP
) = e(P|PM ) = e(P|p) = [L : TP] .

这说明MTP = TP,即M ⊆ TP.

综上,我们完成了证明.

注记 5.4. 由定理5.1与定理5.3, p在B中素理想分解的过程可以由下面的图来

描述

K
p

−→
分裂过程

ZP
PZP

−→
惯性次数改变过程

TP
PTP

−→
分歧过程

L
P
.

利用定理5.1与定理5.3,我们可以得到如下推论.

推论 5.2. 设A为Dedekind环, frac(A) = K, 域L1, L2均为K的有限可分扩张,

OL1
为A在L1中的整闭包. 则对A的任意非零素理想p,下列结论成立.

(i)如果p在L1, L2上都不分歧,则p在L1L2上也不分歧.

(ii)如果p在L1, L2上完全分裂,则p在L1L2上也完全分裂.

(iii) 假设L2/K为有限Galois扩张. 如果p在L2上不分歧(或者完全分裂),

则OL1
上任意包含p的素理想PL1

在L1L2上也不分歧(或者完全分裂).

证明: 我们只证明(iii)中不分歧的情形, 其余命题的证明是类似的. 设N为

有限可分扩张L1L2/K的Galois闭包, ON为A在N中的整闭包, P为ON上任

意一个包含p的素理想. 因为p在L2上不分歧, 由定理5.3, 我们有L2 ⊆ TP.

另一方面, 由前面定理的证明可知, P在L1上的惯性域恰好为L1TP. 因此,

L1L2 ⊆ L1TP. 由定理5.3,我们有e(PL1L2
|p) = 1. 由P选取的任意性, OL1

上

任意包含p的素理想PL1
在L1L2上也不分歧.

综上,我们完成了证明.
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5.2 Frobenius自同构

设P为B的非零素理想, p = P ∩ A, λ = B/P, κ = A/p. 这一节中,我们

总假定κ为有限域并且λ/κ为有限可分扩张. 如果e(P|p) = 1, 即p在L上不分

歧时,则由定理5.2,我们有同构

GP
∼= Gal (λ/κ) .

我们给出Frobenius自同构的定义.

定义 5.3. 记号如上. 如果e(P|p) = 1,则存在唯一的自同构σP ∈ GP使得

σP(x) ≡ x|κ| (mod P) (∀x ∈ B).

我们将其称为P在K上的Frobenius自同构.

关于Frobenius自同构,我们有如下注记.

注记 5.5. (i)定义中的条件可以修改为σP ∈ Gal(L/K). 这是因为 σP(x) ≡

x|κ| (mod P) (∀x ∈ B) ⇒ σP ∈ GP.

(ii) σP在Gal (λ/κ)中的像恰好为循环群Gal (λ/κ)的生成元. 因此, σP是

循环群GP的生成元,即o(σP) = f(P|p).

(iii)对任意的τ ∈ Gal(L/K),素理想τ(P)在K上的Frobenius自同构为

στ(P) = τ ◦ σP ◦ τ−1.

特别地,当L/K为阿贝尔扩张时, σP仅与P ∩ A = p有关. 此时,我们将σP简

记为σp.

下面我们介绍分圆域与二次域上Frobenius自同构的例子.

(1)分圆域上的Frobenius自同构.

设n ∈ Z≥2, ζn ∈ C为一个本原n次单位根,素数p满足ordp(n) = 0 如果 p > 2,

ordp(n) = 0, 1 如果 p = 2.

则由定理4.10, p在Q(ζn)上不分歧. 此时我们断言Gal(Q(ζn/Q))中使得

σp(ζn) = ζpn
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5 HILBERT分歧理论 5.2 Frobenius自同构

的自同构σp就是Frobenius自同构.事实上,设p为Z[ζn]上一个包含p的素理想.

则对任意的

x = a0 + a1ζn + · · ·+ am−1ζ
m−1
n ∈ Z[ζn]

(其中m = φ(n), a0, · · · , am−1 ∈ Z),我们有

σp(x) = a0 + a1ζ
p
n + · · ·+ am−1ζ

p(m−1)
n

≡ ap0 + ap1ζ
p
n + · · ·+ apm−1ζ

p(m−1)
n

≡ (a0 + a1ζn + · · ·+ am−1ζ
m−1
n )p

≡ xp (mod p).

这说明σp就是Frobenius自同构.

(2)二次域上的Frobenius自同构.

设d ̸= 0, 1为无平方因子整数. 对于奇素数p ∤ d,由定理4.5, p在Q(
√
d)上

不分歧. 此时,利用定理4.5,容易验证σp ∈ Gal(Q(
√
d)/Q)使得

σp(
√
d) =


√
d 如果 (d

p
) = 1,

−
√
d 如果 (d

p
) = −1.

当d ≡ 1 (mod 4)且p = 2时,我们知道2在Q(
√
d)不分歧. 此时容易验证

σ2(
√
d) =


√
d 如果 d ≡ 1 (mod 8),

−
√
d 如果 d ≡ 5 (mod 8).
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6 Hasse-Davenport公式

首先介绍本章将要使用的记号.设p为素数, q = pf (f ∈ Z≥1),m为q−1的

一个正因子.设ζp, ζq−1, ζm ∈ C分别为本原p次单位根,本原q − 1次单位根与

本原m次单位根. 设L = Q(ζq−1, ζp), Lm = Q(ζm, ζp), K = Q(ζp), Kq−1 =

Q(ζq−1), Km = Q(ζm). 设P为OL的非零素理想且p ∈ P, 设Pm = P ∩ Lm,

p = P ∩K, pq−1 = P ∩Kq−1, pm = P ∩Km.

因为这里记号比较多,我们用下面的图来展示这些记号.

图 1: 本章中出现的分圆域与素理想

Fq上所有乘法特征构成的循环群记作F̂×q . ε表示平方特征.对任意的ψ ∈

F̂×q ,补充定义ψ(0) = 0. 另外, TrFq/Fp
表示Fq → Fp的迹映射.

6.1 Stickelberger同余式

我们首先介绍素理想P的Teichümuller特征.由定理4.10,我们有f(P|p) =

f . 因此

OL/P ∼= Fq.

在本章后面的内容中,如果没有特殊说明,则我们总是认为OL/P = Fq. 类似

于定理4.10的证明,容易验证同态x 7→ x mod P为

Uq−1(Falg
q ) = F×q = (OL/P)

× → Uq−1(C) =
{
x ∈ C : xq−1 = 1

}
的同构.由此,我们给出如下定义.

定义 6.1. 记号如上. 设F×q → Uq−1(C)的映射ωP满足

ωP(x mod P) ≡ x (mod P) (∀x ∈ OL).

容易说明ωP为Fq上的乘法特征.我们将其称作素理想P的Teichümuller特征.
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我们有如下注记.

注记 6.1. (i)取x0 ∈ O×L使得x0 modP为(OL/P)×的生成元.由Teichümuller特

征的定义, ωP(x0 mod P)为一个本原(q − 1)次单位根. 因此, o(ωP) = q − 1,

即ωP为F̂×q的一个生成元.

(ii)我们将在后面的内容中用p-adic的语言重新介绍Teichümuller特征.

下面我们将利用前面5章的内容来证明经典的Stickelberger同余式(在后

面的章节中, 我们将会用Gross-Koblitz公式给出一个简单的证明). 我们从下

面的引理开始.

引理 6.1. 记号如上. 对任意的0 ≤ a, b ≤ q − 2,我们有同余式

Jq(ω
−a
P , ω−bP ) ≡ −

(
a+ b

a

)
≡ −(a+ b)!

a!b!
(mod P).

特别地,当a+ b ≥ q时,

Jq(ω
−a
P , ω−bP ) ≡ 0 (mod P).

证明: 由Teichümuller特征的定义,容易验证

Jq(ω
−a
P , ω−bP ) mod P =

∑
x∈Fq

ωq−1−aP (x)ωq−1−bP (1− x) mod P

=
∑
x∈Fq

xq−1−a(1− x)q−1−b

=
∑
x∈Fq

xq−1−a
q−1−b∑
r=0

(
q − 1− b

r

)
(−1)rxr

=

q−1−b∑
r=0

(
q − 1− b

r

)
(−1)r

∑
x∈F×

q

xq−1−a+r. (6.1)

注意到 ∑
x∈F×

q

xq−1−a+r =

0 如果 r ̸≡ a (mod (q − 1)Z),

−1 如果 r ≡ a (mod (q − 1)Z),

以及0 ≤ a, b ≤ q − 2. 因此当a ̸∈ [0, q − 1− b]时,即a+ b ≥ q时,由(6.1),

Jq(ω
−a
P , ω−bP ) ≡ 0 (mod P).

当a ∈ [0, q − 1− b]时,再由(6.1),我们得到

Jq(ω
−a
P , ω−bP ) ≡ (−1)a+1

(
q − 1− b

a

)
≡ −

(
a+ b

a

)
(mod P),
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其中最后一个同余式成立是因为

(−1)a+1

(
q − 1− b

a

)
= (−1)a+1 (q − 1− b)(q − 2− b) · · · (q − a− b)

a!

≡ −
(
a+ b

a

)
(mod pZ).

综上,我们完成了证明.

下面我们介绍两个非常重要的定义.在介绍p-adic分析的内容时,我们还

会遇到它们.

定义 6.2. 设0 ≤ r′ ≤ q − 2为整数, r′的p进展开为

r′ = a0 + a1p+ · · ·+ af−1p
f−1,

其中0 ≤ a0, · · · , af−1 ≤ p− 1. 定义

s(r′) :=

f−1∑
i=0

ai,

以及

t(r′) :=

f−1∏
i=0

(ai!) .

对于一般的整数r,设r′为r模q − 1的最小非负剩余.我们定义 s(r) := s(r′)以

及t(r) = t(r′).

下面我们介绍经典的Stickelberger同余式.

定理 6.1. 对任意的整数r,考虑Fq上的Gauss和

Gq(ω
−r
P ) :=

∑
x∈Fq

ωP(x)
−rζ

TrFq/Fp (x)
p .

则
Gq(ωP)

(ζp − 1)s(r)
≡ − 1

t(r)
(mod P(OL)P).

证明: 由s(r)与t(r)的定义, 在下面的证明中仅需考虑0 ≤ r ≤ q − 2的情形.

下面对s(r)进行归纳. 当s(r) = 0, 即r = 0时, 利用TrFq/Fp
为Fq → Fp的满同
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态,容易验证 ∑
x∈Fq

ε(x)ζ
TrFq/Fp (x)
p = −1 +

∑
x∈Fq

ζ
TrFq/Fp (x)
p

= −1 +
∑
x∈Fp

|KerTrFq/Fp
| · ζxp

= −1

= Gq(ε).

因此当s(r) = 0时, 结论成立. 当s(r) = 1, 即r = pj (0 ≤ j ≤ f − 1)时, 因

为ω−p
j

P ̸= ε,我们有

Gq(ω
−pj
P ) =

∑
x∈Fq

ωP(x)
−pj
(
ζ
TrFq/Fp (x)
p − 1

)
+
∑
x∈Fq

ωP(x)
−pj

=
∑
x∈Fq

ωP(x)
−pj
(
ζ
TrFq/Fp (x)
p − 1

)
由此,容易验证

Gq(ω
−r
P )

ζp − 1
mod P(OL)P =

∑
x∈Fq\KerTrFq/Fp

ω−p
j

P (x)

(
ζ
TrFq/Fp (x)
p − 1

ζp − 1

)
mod P(OL)P

=
∑

x∈Fq\KerTrFq/Fp

x−p
j

· TrFq/Fp
(x)

=
∑
x∈F×

q

x−p
j
(
x+ xp + · · ·+ xp

f−1
)

= −1

= − 1

t(r)
mod P(OL)P.

因此当s(r) = 1时,结论成立.下面设s(r) ≥ 2,并且假设当s(r′) < s(r)时结论

对r′成立.下面分两种情况讨论.

情况1. r ̸≡ 0 (mod pZ). 注意此时s(r − 1) = s(r) − 1, 且ω−rP ̸= ε. 则

由Gauss和与Jacobi和的转换公式,

Gq(ω
−r
P )

(ζp − 1)s(r)
=

Gq(ω
−(r−1)
P ) ·Gq(ω−1P )

Jq(ω
−(r−1)
P , ω−1P ) · (ζp − 1)s(r−1) · (ζp − 1)

. (6.2)

设r的p进展开为

a0 + a1p+ · · ·+ af−1p
f−1,
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其中0 ≤ a0, · · · , af−1 ≤ p− 1且a0 ̸= 0. 则由引理6.1,

Jq(ω
−(r−1)
P , ω−1P ) ≡ −

(
r

1

)
≡ −r ≡ −a0 (mod P). (6.3)

因此, Jq(ω
−(r−1)
P , ω−1P ) ∈ (OL)

×
P. 由(6.2),(6.3)以及归纳假设,我们得到

Gq(ω
−r
P )

(ζp − 1)s(r)
≡ − 1

a0 · t(r − 1) · t(1)
≡ − 1

t(r)
(mod P(OL)P).

情况2. r ≡ 0 (mod pZ). 此时不妨设r = pr0. 则此时

Gq(ω
−r
P ) =

∑
x∈Fq

ω−r0pP (x)ζ
TrFq/Fp (x)
p

=
∑
x∈Fq

ω−r0P (xp)ζ
TrFq/Fp (x

p)
p

=
∑
x∈Fq

ω−r0P (x)ζ
TrFq/Fp (x)
p

= Gq(ω
−r0
P ).

由此并注意到s(r) = s(r0), t(r) = t(r0),我们有

Gq(ω
−r
P )

(ζp − 1)s(r)
=

Gq(ω
−r0
P )

(ζp − 1)s(r0)
.

设r′ = r
pordp(r) . 重复上面的操作,最终可以得到

Gq(ω
−r
P )

(ζp − 1)s(r)
=

Gq(ω
−r′
P )

(ζp − 1)s(r′)
. (6.4)

利用(6.4),我们可以回到情况1.

综上,我们完成了证明.

注记 6.2. (i)由引理4.5与定理4.10,我们知道p在Q(ζq−1)不分歧,在Q(ζp)上完

全分歧,并且(ζp−1)Z[ζp]是Z[ζp]上唯一包含p的素理想. 在由推论5.2, Z[ζp]上

的素理想(ζp − 1)Z[ζp]在OL不分歧. 由此与定理6.1,我们得到

ordP

(
Gq(ω

−r
P )
)
= s(r) · ordP (ζp − 1) = s(r).

(ii)注意到当ψ ∈ F̂×q为非平凡特征时,

Gq(ψ) ·Gq(ψ) = q = pf .

因此,出现在理想Gq(ψ)OL分解式中的素理想一定包含素数p.
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6.2 乘积公式与提升公式

在本节中继续使用上一节的记号,并且对任意的实数x,记号{x}表示x的

小数部分.

我们将利用前5章的结论来证明经典的Hasse-Davenport乘积公式与提升

公式(在后面的章节中, 我们将会用Gross-Koblitz公式给出一个简单的证明).

我们从下面的引理开始.

引理 6.2. 对任意的整数r,我们有

s(r) = (p− 1) ·
∑

0≤i≤f−1

{
pir

q − 1

}
. (6.5)

当0 ≤ r ≤ q − 2时,

t(r) ≡ r!

(−p)ordp(r!)
(mod pZ).

证明: 注意到(6.5)两边均为周期为q−1的函数.因此仅需考虑0 ≤ r ≤ q−2的

情形. 设r的p进展开为

r = a0 + a1p+ · · ·+ af−1p
f−1,

其中0 ≤ a0, · · · , af−1 ≤ p − 1. 注意到pf ≡ 1 (mod (q − 1)Z). 因此,对任意

的1 ≤ i ≤ f − 1,

pir = a0p
i + a1p

i+1 + · · ·+ af−1−ip
f−1 + af−ip

f + · · ·+ af−1p
f−1+i

模(q − 1)的最小非负剩余为

a0p
i + a1p

i+1 + · · ·+ af−1−ip
f−1 + af−i + af−i+1p · · ·+ af−1p

i−1.

当i = 0时, pir模(q − 1)的最小非负剩余恰好为r. 由上面的讨论,我们得到

(p− 1) ·
∑

0≤i≤f−1

{
pir

q − 1

}
=
p− 1

q − 1

∑
0≤i≤f−1

ai
∑

0≤j≤f−1

pj = s(r).

下面来考虑t(r)的同余式. 对r进行归纳. 当r = 0时结论显然成立.设1 ≤

r ≤ q − 2,并假设结论对任意的0 ≤ r′ < r均成立.我们分两种情况讨论.

情况1. r ̸≡ 0 (mod pZ). 此时, r的p进展开为

r = a0 + a1p+ · · ·+ af−1p
f−1,
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其中0 ≤ a0, · · · , af−1 ≤ p− 1且a0 ̸= 0. 因此, r − 1的p进展开为

r − 1 = (a0 − 1) + a1p+ · · ·+ af−1p
f−1.

则由归纳假设以及r ≡ a0 ̸≡ 0 (mod pZ),我们得到

t(r) =

f−1∏
i=0

(ai!) = a0 · t(r − 1)

≡ r · (r − 1)!

(−p)ordp((r−1)!)

≡ r!

(−p)ordp(r!)
(mod pZ).

情况2. r ≡ 0 (mod pZ). 设r = pr0. 注意到t(r) = t(r0). 由归纳假设,容

易验证

r!

(−p)ordp(r!)
= (−1)r0+ordp(r0!)

(pr0)!

pr0+ordp(r0!)

≡ (−1)r0+ordp(r0!) · ((p− 1)!)r0 · r0!

pordp(r0!)

≡ r0!

(−p)ordp(r0!)

≡ t(r0)

≡ t(r) (mod pZ).

综上,我们完成了证明.

引理 6.3. 设k ∈ Z, m ∈ Z+并且gcd(k, a) = 1. 则对任意的z ∈ R,∑
a∈Z/mZ

{
ka+ z

m

}
=
m− 1

2
+ {z}.

证明: 因为gcd(k, a) = 1,我们容易验证∑
a∈Z/mZ

{
ka+ z

m

}
=

∑
a∈Z/mZ

{
ka+ ⌊z⌋+ {z}

m

}

=
∑

0≤a≤m−1

a+ {z}
m

=
m− 1

2
+ {z}.

综上,我们完成了证明.

下面的引理是我们证明乘积公式与提升公式的核心.
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引理 6.4. 设m ∈ Z+为q− 1的因子, d = (q− 1)/m. 则对任意的b ∈ Z,下列命

题成立.

(i)
m−1∑
a=0

s(da+ b)−
m−1∑
a=0

s(da) = s(mb),

并且
m−1∑
a=0

s(da) = (p− 1)(m− 1)f/2.

(ii)
mmb ·

∏
0≤a≤m−1 t(da+ b)

t(mb)
∏

0≤a≤m−1 t(da)
≡ 1 (mod pZp).

证明: (i)由引理6.2与引理6.3,容易验证

m−1∑
a=0

s(da+ b) =
m−1∑
a=0

(p− 1)

f−1∑
i=0

{
pi(da+ b)

q − 1

}

=

f−1∑
i=0

(p− 1)
m−1∑
a=0

{
pia+ pib/d

m

}

=

f−1∑
i=0

(p− 1)

(
m− 1

2
+

{
pib

d

})

=
(p− 1)(m− 1)f

2
+

f−1∑
i=0

(p− 1)

{
pimb

q − 1

}
=

(p− 1)(m− 1)f

2
+ s(mb).

令b = 0,由上式得到

m−1∑
a=0

s(da) = (p− 1)(m− 1)f/2,

并且
m−1∑
a=0

s(da+ b)−
m−1∑
a=0

s(da) = s(mb).

因此(i)成立.

(ii)由t(r)的定义,不妨设0 ≤ b ≤ d− 1. 下面对b归纳. 当b = 0时,结论显

然成立.设1 ≤ b ≤ q − 1且结论对b− 1成立.设

F (b) =
mmb ·

∏
0≤a≤m−1 t(da+ b)

t(mb)
∏

0≤a≤m−1 t(da)
.
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注意到F (b), F (b− 1) ∈ Z×p ,由引理6.2我们得到

F (b)

F (b− 1)
=
mm · t(mb−m)

t(mb)

∏
0≤a≤m−1

t(da+ b)

t(da+ b− 1)

≡ mm · (mb−m)!

(mb)!

∏
0≤a≤m−1

(da+ b)

≡
∏

0≤a≤m−1

mb− a+ q

mb− a
(mod pZp). (6.6)

因为1 ≤ mb − a ≤ q − 1 = pf − 1,我们有ordp(mb − a) < ordp(q) = f . 因

此ordp(mb− a) = ordp(mb− a+ q). 注意到mb− a ≡ mb− a+ q (mod pZ).

由上面的讨论,我们得到mb−a+q
mb−a ∈ Z×p并且

mb− a+ q

mb− a
≡ 1 (mod pZp).

由此, (6.6)与归纳假设,我们得到

mmb ·
∏

0≤a≤m−1 t(da+ b)

t(mb)
∏

0≤a≤m−1 t(da)
≡ 1 (mod pZp).

因此(ii)成立.

综上,我们完成了证明.

下面我们来介绍Hasse-Davenport乘积公式.

定理 6.2. 设非平凡特征ρ ∈ F̂×q且o(ρ) = m > 1. 则对任意的ψ ∈ F̂×q ,

m−1∏
a=0

Gq(ψρ
a) = −ψ−m(m) ·Gq(ψm) ·

m−1∏
a=0

Gq(ρ
a).

证明: 这里我们仅讨论char(Fq) = p > 2的情况. 首先,当ψ ∈ {ρk : k ∈ Z}时

结论显然成立.下面假设ψ ̸∈ {ρk : k ∈ Z}. 令

x =
−ψm(m)

Gq(ψm)
·
m−1∏
a=0

Gq(ψρ
a)

Gq(ρa)
∈ L = Q(ζq−1, ζp).

要证明该定理,仅需证明x = 1.

我们首先证明x ∈ O×L . 为此仅需说明对OL的任意非零素理想P, 都

有ordP(x) = 0. 由注记6.2(ii), 仅需说明对OL上所有包含素数p的素理想P,

都有ordP(x) = 0. 设p ∈ P为OL上的素理想. 暂时将Fq与OL/P等同起来.

由注记6.1, 素理想P的Teichümuller特征ωP为F̂×q的生成元. 因此不妨设ψ =
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ω−bP , ρ = ω−drP ,其中d = (q − 1)/m, r ∈ Z且gcd(r,m) = 1. 则由注记6.2(i)与

引理6.4(i),我们有

ordP(x) =
m−1∑
a=0

s(dra+ b)−
m−1∑
a=0

s(dra)− s(mb)

=
m−1∑
a=0

s(da+ b)−
m−1∑
a=0

s(da)− s(mb)

= 0.

由此, x ∈ O×L .

下面我们再证明x ∈ Uq−1(C). 事实上,因为ψ ̸∈ {ρk : k ∈ Z}且ρ ̸= ε,利

用Gauss和与Jacobi和的转换公式,我们得到

x =
−ψm(m) · Jq(ψ,ψρ, · · · , ψρm−1) ·Gq(ψmρm(m−1)/2)

−Jq(ψm, ρ, · · · , ρm−1) ·Gq(ψmρm(m−1)/2)

=
ψm(m) · Jq(ψ,ψρ, · · · , ψρm−1)

Jq(ψm, ρ, · · · , ρm−1)
∈ Q(ζq−1) ∩ OL = Z[ζq−1].

对任意的σs ∈ Gal(Q(ζq−1)/Q),其中gcd(s, q − 1) = 1且σs(ζq−1) = ζsq−1,容

易验证

σs(x) =
ψsm(m) · Jq(ψs, ψsρs, · · · , ψsρs(m−1))

Jq(ψsm, ρ, · · · , ρs(m−1))
.

注意到上式分子与分母出现的Jacobi和中的特征均为非平凡特征, 并且它们

的乘积也均不是平凡特征.由此,

|σs(x)| =
√
q

√
q
= 1.

这说明

x ∈ X = {y ∈ Z[ζq−1] : |σ(y)| = 1 ∀σ ∈ Gal(Q(ζq−1)/Q)} .

设X中任意元素y在Q上的极小多项式为py(t) ∈ Z[t]. 利用根与系数的关

系, 我们得到deg(py(t)) ≤ φ(q − 1)并且py(t)中t
i的系数的绝对值小于等

于
(
φ(q−1)

i

)
. 因为y ∈ Z[ζq−1],上面的讨论说明

|{py(t) : y ∈ X}| <∞.

由此, X是有限集.注意到x, x2, x3, · · · , xk, · · · ∈ X . 因此, 一定存在1 ≤ i <

j使得xi = xj .又因为x ̸= 0,上式说明x ∈ Q(ζq−1)是一个单位根.因为q−1 ≡

0 (mod 2),由定理4.7,我们有x ∈ Uq−1(C).
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最后,我们来说明x = 1. 固定OL上的一个素理想P使得p ∈ P. 注意到同

态x 7→ x mod P是Uq−1(C) → Uq−1(Fq)的同构(这里我们将OL/P等同于Fq).

因此, 要说明x = 1, 我们仅需证明x ≡ 1 (mod P). 设ψ = ω−bP , ρ = ω−drP ,

其中d = (q − 1)/m, r ∈ Z且gcd(r,m) = 1. 则由定理6.1, 引理6.4并注意

到x ∈ O×L ,我们有

x =
−ω−bmP (m)

Gq(ω
−bm
P )

·
m−1∏
a=0

Gq(ω
−dra−b
P )

Gq(ω
−dra
P )

≡ t(mb)

mmb
·
m−1∏
a=0

t(dra)

t(dra+ b)

≡ t(mb)

mmb
·
m−1∏
a=0

t(da)

t(da+ b)

≡ 1 (mod P).

综上,我们完成了证明.

为了叙述提升定理,我们给出如下定义.

定义 6.3. 设n ∈ Z+. 对任意ψ ∈ F̂×q ,定义ψ(n) ∈ F̂×qn为

ψ(n) = ψ ◦NFqn/Fq
.

注记 6.3. 对任意ψ ∈ F̂×q ,容易说明

ψ为平凡特征⇔ ψ(n)为平凡特征.

事实上, "⇒"显然成立.对于” ⇐ ”,注意到NFqn/Fq
为Fqn → Fq的满射,我们容

易说明充分性也成立.

下面我们介绍Hasse-Davenport提升公式.

定理 6.3. 设n ∈ Z+. 对任意ψ ∈ F̂×q ,我们有

Gq(ψ)
n = (−1)n−1 ·Gqn(ψ(n)).

证明: 我们仅考虑char(Fq) = p > 2的情形. 令

x =
(−1)n−1 ·Gq(ψ)n

Gqn(ψ(n))
∈ L.

为了证明该定理,仅需说明x = 1.
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我们先证明x ∈ O×L . 设L(n) = Q(ζqn−1, ζp). 类似于定理6.2的证明,要说

明x ∈ O×L ,仅需说明对OL(n)
上任意包含p的素理想P(n),都有ordP(n)

(x) = 0.

为了区分记号s(r),对于qn− 1,我们用记号s(n)(r),并且设P = P(n) ∩OL. 此

时,对于P(n)的Teichümuller特征ωP(n)
,容易验证

ωP(n)
|Fq

= ωP,

这里我们认为

Fq = OL/P ⊆ OL(n)
/P(n) = Fqn .

设ψ = ω−bP = ω−bP(n)
|Fq

,其中(0 ≤ b ≤ q − 2). 则

Gqn(ψ(n)) =
∑
x∈Fqn

ψ(n)(x)ζ
TrFqn/Fp (x)

p

=
∑
x∈Fqn

ψ
(
x

qn−1
q−1

)
ζ
TrFqn/Fp (x)

p

=
∑
x∈Fqn

ω−bP(n)

(
x

qn−1
q−1

)
ζ
TrFqn/Fp (x)

p

=
∑
x∈Fqn

ω
−b qn−1

q−1

P(n)
(x)ζ

TrFqn/Fp (x)

p

= Gqn

(
ω
−b qn−1

q−1

P(n)

)
.

注意到e(P(n)|P) = 1. 则由注记6.2以及上面的讨论,我们得到

ordP(n)
(x) = ordP (Gq(ψ)

n)− ordP(n)

(
Gqn(ψ(n))

)
= n · s(b)− s(n)

(
b · q

n − 1

q − 1

)
. (6.7)

因为0 ≤ b ≤ q − 2,我们有

s(n)

(
b · q

n − 1

q − 1

)
= s(n)

(
b+ bq + · · ·+ bqn−1

)
= n · s(b).

由此与(6.7),我们有ordP(n)
(x) = 0. 因此x ∈ O×L .

下面我们证明x ∈ Uq−1(C). 事实上, 对任意的σs ∈ Gal(L/Q(ζq−1)) ∼=

Gal(Q(ζp)/Q),其中s ∈ F×p并且σs(ζq−1) = ζq−1, σs(ζp) = ζsp ,我们有

σs(x) = x · ψ(s
−1)n

ψ(n)(s−1)
= x.
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因此,由Galois对应, x ∈ Q(ζq−1).另一方面,对任意的τr ∈ Gal(Q(ζq−1)/Q) ∼=

Gal(L/Q(ζp)),其中r ∈ (Z/(q − 1)Z)×并且τr(ζq−1) = ζrq−1, τr(ζp) = ζp,由注

记6.3,我们有

|τr(x)| =
|Gq(ψr)|n∣∣∣Gqn(ψr(n))∣∣∣ = 1.

因此, 利用与定理6.2证明中类似的方法并注意到q − 1 ≡ 0 (mod 2), 容易说

明x ∈ Uq−1(C).

最后我们来说明x = 1. 固定OL(n)
上一个包含p的素理想P(n). 类似于定

理6.2的证明,仅需说明x ≡ 1 (mod P(n)). 为了区分记号t(r),对于qn − 1,我

们用记号t(n)(r). 设ψ = ω−bP = ω−bP(n)
|Fq

,其中0 ≤ b ≤ q − 2. 则由上面的讨论,

我们知道

Gqn(ψ(n)) = Gqn

(
ω
−b qn−1

q−1

P(n)

)
.

由此以及定理6.1,并注意到x ∈ O×L ,我们有

x = (−1)n−1 ·
Gq
(
ω−bP

)n
Gqn

(
ω
−b qn−1

q−1

P(n)

)

≡
t(n)

(
b · q

n−1
q−1

)
t(b)n

≡ 1 (mod P(n)).

综上,我们完成了证明.

设素数p > 2, Gauss首先证明了二次Gauss和

∑
x∈Fp

(
x

p

)
e2πi/p =


√
p 如果 p ≡ 1 (mod 4),

i
√
p 如果 p ≡ 3 (mod 4).

由注记6.3,对任意的n ∈ Z+,特征

ϕ :=

(
·
p

)
(n)

=

(
·
p

)
◦NFpn/Fp

是Fpn上唯一的二次乘法特征. 由定理6.3, 我们可以得到一般有限域上二

次Gauss和的精确值.

推论 6.1. 记号如上. 则

∑
x∈Fpn

ϕ(x)e
2πiTrFpn/Fp (x)/p =

(−1)n−1
√
q 如果 q ≡ 1 (mod 4),

(−1)n−1in
√
q 如果 q ≡ 3 (mod 4).
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7 赋值域

7 赋值域

7.1 赋值的基本性质

我们首先给出赋值的定义.

定义 7.1. 设K为域.如果函数| · | : K → R满足以下三条性质:

(i)对任意的x ∈ K都有|x| ≥ 0,并且|x| = 0 ⇔ x = 0,

(ii)对任意的x, y ∈ K都有|xy| = |x||y|,

(iii)对任意的x, y ∈ K,三角不等式成立,即

|x+ y| ≤ |x|+ |y|,

则我们称| · |为域K上的一个赋值.

关于赋值我们有如下注记.

注记 7.1. (i)定义函数| · |0 : K → R为

|x|0 =

1 如果 x ̸= 0,

0 如果 x = 0.

由赋值的定义, | · |0为域K上的一个赋值. 我们将其称作平凡赋值. 在本讲义

中,如果没有特殊说明,则默认讨论的赋值均为非平凡赋值.

(ii)设| · |为K上的一个赋值. 定义K上的距离为

d(x, y) := |x− y| (∀x, y ∈ K).

则K在此距离决定的拓扑下成为了一个拓扑域,记作(K, | · |).

我们给出等价赋值的定义.

定义 7.2. 设| · |1与| · |2为域K上的两个赋值. 如果| · |1与| · |2在K上定义的拓

扑相同,则称| · |1与| · |2等价.

命题 7.1. 设| · |1与| · |2为域K上的两个赋值. 则| · |1与| · |2等价当且仅当存在

实数s > 0使得| · |1 = | · |s2.

证明: "⇐". 设存在实数s > 0使得| · |1 = | · |s2. 对任意的ε > 0,定义

U (1)
ε := {x ∈ K : |x|1 < ε} .
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7 赋值域 7.1 赋值的基本性质

则{U (1)
ε : ε ∈ R>0}恰好为(K, | · |1)中, 0的开邻域基. 因为K为拓扑域,我们

得到

T1 =
{
U ⊆ K : 对任意的x ∈ K存在ε > 0使得x+ U (1)

ε ⊆ U
}

中的集合恰好为(K, | · |1)中的全部开集.类似地,我们可以定义U (2)
ε 与T2.

注意到

x ∈ U (1)
ε ⇔ |x|1 < ε⇔ |x|s2 < ε⇔ x ∈ U

(2)

ε1/s
.

我们有U
(1)
ε = U

(2)

ε1/s
. 因此T1 = T2.

"⇒". 设(K, | · |1) = (K, | · |2). 因为| · |1为非平凡赋值, 存在y0 ∈ K×使

得|y0|1 > 1. 注意到序列{(1/y)n}∞n=1在(K, | · |1)中收敛到0, 由(K, | · |1) =

(K, | · |2),序列{(1/y)n}∞n=1在(K, | · |2)中也收敛到0. 因此|y0|2 > 1.

对任意的x ∈ K×. 设|x|1 = |y0|α1 . 取有理数序列{ ni

mi
}∞i=1(其中ni ∈

Z,mi ∈ Z+)使得 ni

mi
≥ α (∀i ∈ Z+)并且

lim
i→+∞

ni
mi

= α.

因为|y0|1 > 1以及mi ∈ Z+,利用上面说明|y0|2 > 1的方法,容易验证

|y0|
ni
mi
1 ≥ |y0|α1 = |x|1 ⇒ |y0|ni

1 ≥ |x|mi
1 ⇒

∣∣∣∣ yni
0

xmi

∣∣∣∣
1

≥ 1 ⇒
∣∣∣∣ yni

0

xmi

∣∣∣∣
2

≥ 1.

因此|y0|
ni
mi
2 ≥ |x|2. 令i→ +∞我们有

|y0|α2 ≥ |x|2.

再取一个有理数序列从小于α的方向收敛到α,利用类似的方法我们得到

|y0|α2 ≤ |x|2.

通过上面的讨论,对任意的x ∈ K×,|x|1 = |y0|α1 ,

|x|2 = |y0|α2 .

因为|y0|1 > 1, |y0|2 > 1,上式得到

|x|1 = |x|s2,
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其中

s =
log |y0|1
log |y0|2

> 0.

综上,我们完成了证明.

注记 7.2. (i) 从命题的证明中, 我们可以得到一个判定两个非平凡赋值等价

的简单准则:

| · |1与| · |2等价⇔ |x|1 < 1 ⇒ |x|2 < 1.

事实上, "⇒"显然成立.对于"⇐",令y0 = 1/x,利用上面证明中的方法容易说

明存在s ∈ R>0使得| · |1 = | · |s2. 因此两个赋值等价.

(ii)利用这个准则,我们还可以得到

| · |1与| · |2不等价⇔存在x0 ∈ K使得|x0|1 < 1且|x0|2 > 1.

事实上, "⇐"显然成立. 对于"⇒", 因为| · |1与| · |2不等价, 存在z0 ∈ K使

得|z0|1 < 1, |z0|2 ≥ 1, 还存在w0 ∈ K使得|w0|1 ≥ 1, |w0|2 < 1. 此时

令x0 = z0/w0. 则有|x0|1 < 1且|x0|2 > 1.

下面我们介绍赋值域上的弱逼近定理.

定理 7.1. 设K为域, n ∈ Z≥2, | · |1, · · · , | · |n为K上两两不等价的非平凡赋

值. 固定元素a1, · · · , an ∈ K. 则对任意的ε > 0, 存在α ∈ K使得对任意

的1 ≤ i ≤ n都有

|α− ai|i < ε.

证明: 我们首先断言: 存在β ∈ K使得|β|1 > 1

|β|i < 1 (∀2 ≤ i ≤ n)

.

对n归纳.当n = 2时,由注记7.2,结论成立.下面假设n ≥ 3并且结论对n−1成

立.则由归纳假设存在β0 ∈ K使得|β0|1 > 1且|β0|i < 1(∀2 ≤ i ≤ n− 1). 下面

我们分三种情况讨论.

情况1. |β0|n < 1. 则此时令β = β0即可.

情况2. |β0|n = 1. 取y0 ∈ K使得|y0|1 > 1, |y0|n < 1. 再取一个充分大的

整数N0. 此时令β = βN0
0 · y0即可.
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情况3. |β0|n > 1. 取y0 ∈ K使得|y0|1 > 1, |y0|n < 1. 注意到在(K, | · |1)以

及在(K, | · |n)中,

lim
m→+∞

βm0
1 + βm0

= 1.

当2 ≤ i ≤ n− 1时,在(K, | · |i)中我们有

lim
m→+∞

βm0
1 + βm0

= 0.

因此,此时取一个充分大的整数N1. 令

β0 =
βN1
0

1 + βN1
0

即可.

综上,上述断言成立.因此,对任意的1 ≤ i ≤ n,存在βi ∈ K使得|βi|i > 1

|βi|j < 1 (∀j ̸= i)

与上面类似,设

xi =
βNi

1 + βNi
,

其中N为一个充分大的整数使得|xi − 1|i充分小,

|xi|j充分小 (∀2 ≤ j ≤ n).

此时容易验证

α =
n∑
i=1

aixi

满足定理的要求.

综上,我们完成了证明.

下面介绍一类我们后面主要研究的赋值.

定义 7.3. 设K为域, | · |为K上的非平凡赋值. 如果| · |满足强三角不等式

|x+ y| ≤ max{|x|, |y|} (∀x, y ∈ K),

则我们称| · |为K上的一个非阿基米德赋值. 否则,我们称| · |为K上的一个阿

基米德赋值.
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我们在第二章中介绍的p-adic赋值就是一个非阿基米德赋值. 关于非

阿基米德赋值, 我们有一个简单却很有用的结论(一般将其称为domination

principle).

命题 7.2. 设K为域, | · |为K上的一个非阿基米德赋值. 如果|x| < |y|,则

|x+ y| = |y|.

证明: 因为|x| < |y|,由强三角不等式,

|x+ y| ≤ |y| = |x+ y − x| ≤ max{|x+ y|, |x|} = |x+ y|.

这完成了证明.

判断一个非平凡赋值是否为非阿基米德赋值有一个很简单的准则.

命题 7.3. 设K为域, | · |为K上的非平凡赋值. 则| · |为K上的一个非阿基米德

赋值当且仅当

{|n| : n = 1, 2, · · · }

为有界集.

证明: "⇒". 设| · |为非阿基米德赋值. 则由强三角不等式

|n| = |1 + 1 + · · ·+ 1| ≤ |1| = 1.

"⇐". 设M ∈ R>0使得对任意的n = 1, 2, · · · ,都有|n| ≤ M . 则对任意

的x, y ∈ K以及任意的N ∈ Z+,我们有

|x+ y|N = |(x+ y)N | =

∣∣∣∣∣
N∑
i=0

(
N

i

)
xiyN−i

∣∣∣∣∣
≤

N∑
i=0

∣∣∣∣(Ni
)
xiyN−i

∣∣∣∣
≤ (N + 1) ·M ·max{|x|N , |y|N}.

因此,

|x+ y| ≤ (N + 1)1/N ·M1/N ·max{|x|, |y|}.

上式两边令N → +∞得到

|x+ y| ≤ max{|x|, |y|}.

综上,我们证明了| · |为非阿基米德赋值.
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设|·|为K上的一个非阿基米德赋值.我们容易将其延拓到函数域K(t)上.

命题 7.4. 设| · |为K上的一个非阿基米德赋值. 对任意的

f(t) = ant
n + an−1t

n−1 + · · ·+ a1t+ a0 ∈ K[t]

我们定义

|f | := max {|ai| : 0 ≤ i ≤ n} .

对于任意的h(t)
g(t)

∈ K(t) (其中h(t), g(t) ∈ K[t]且g(t) ̸= 0),我们定义∣∣∣∣h(t)g(t)

∣∣∣∣ := |h(t)|
|g(t)|

.

则| · |为K(t)上的一个非阿基米德赋值.

证明: 首先对任意的h(t)
g(t)

∈ K(t) (其中h(t), g(t) ∈ K[t]且g(t) ̸= 0),显然有∣∣∣∣h(t)g(t)

∣∣∣∣ ≥ 0, 并且

∣∣∣∣h(t)g(t)

∣∣∣∣ = 0 ⇔ h(t)

g(t)
= 0.

下面证明| · |在K(t)×上的限制映射为K(t)× → R>0的乘法群同态. 为此,

我们先考虑K[t]上的情形. 设

f1(t) = bnt
n + bn−1t

n−1 + · · ·+ b1t+ b0 ∈ K[t] \ {0},

f2(t) = cmt
m + cm−1t

m−1 + · · ·+ c1t+ c0 ∈ K[t] \ {0}.

为了方便,当i ∈ Z \ [0, n]时,设bi = 0. 当j ∈ Z \ [0,m]时,设cj = 0. 因为| · |为

非阿基米德赋值,显然有

|f1(t)f2(t)| = max

{∣∣∣∣∣
n∑
i=0

cibr−i

∣∣∣∣∣ : 0 ≤ r ≤ m+ n

}
≤ max{|bi| : 0 ≤ i ≤ n} ·max{|cj | : 0 ≤ j ≤ m}

= |f1(t)| · |f2(t)|.

反过来, 设|f1| = |bs|, |f2| = |ct|, 其中|bi| < |bs| (∀0 ≤ i < s)并且|cj | < |ct|

(∀0 ≤ j < t). 则f1f2中ts+t的系数ds+t为

ds+t =
s+t∑
i=0

bics+t−i.

由s, t的定义,利用命题7.2,容易验证

|ds+t| = |bsct| = |f1(t)f2(t)|.
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这说明|f1(t)f2(t)| ≥ |f1(t)| · |f2(t)|. 结合上面的讨论我们得到

|f1(t)f2(t)| = |f1(t)| · |f2(t)|.

因此对任意的h(t)
g(t)

, h1(t)
g1(t)

∈ K(t) (h(t), g(t), h1(t), g1(t) ∈ K[t]且g(t)g1(t) ̸=

0),容易验证 ∣∣∣∣h(t)g(t)
· h1(t)
g1(t)

∣∣∣∣ = |h(t)h1(t)|
|g(t)g1(t)|

=
|h(t)| · |h1(t)|
|g(t)| · |g1(t)|

=

∣∣∣∣h(t)g(t)

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣h1(t)g1(t)

∣∣∣∣ .
最后我们来证明强三角不等式. 记号如上, 对任意的f1(t), f2(t) ∈ K[t],

容易说明

|f1(t) + f2(t)| ≤ max {|f1(t)|, |f2(t)|} .

因此对任意的h(t)
g(t)

, h1(t)
g1(t)

∈ K(t) (h(t), g(t), h1(t), g1(t) ∈ K[t]且g(t)g1(t) ̸=

0),容易验证 ∣∣∣∣h(t)g(t)
+
h1(t)

g1(t)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣h(t)g1(t) + h1(t)g(t)

g(t)g1(t)

∣∣∣∣
=

|h(t)g1(t) + h1(t)g(t)|
|g(t)g1(t)|

≤ max{|h(t)g1(t)|, |h1(t)g(t)|}
|g(t)g1(t)|

= max

{∣∣∣∣h(t)g(t)

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣h1(t)g1(t)

∣∣∣∣} .
综上,我们完成了证明.

利用该命题,我们容易证明经典的Gauss引理.

命题 7.5. 设f(t) ∈ Z[t]为首一多项式. 如果存在两个首一多项式g(t), h(t) ∈

Q[t]使得f(t) = g(t)h(t),则g(t), h(t) ∈ Z[t].

证明: 对任意的素数p,考虑Q上的p-adic赋值| · |p. 由命题7.4,我们得到

1 = |f(t)|p = |g(t)h(t)|p = |g(t)|p · |h(t)|p.

因为g(t), h(t) ∈ Q[t]为首一多项式,我们有|g(t)|p ≥ 1, |h(t)|p ≥ 1. 结合上面

的讨论,对任意的素数p,

|g(t)|p = |h(t)|p = 1.
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这说明g(t), h(t)的每一项系数均属于⋂
p

Zp = Z.

因此, g(t), h(t) ∈ Z[t].

综上,我们完成了证明.

对于非阿基米德赋值,为了使用方便,我们给出如下定义.

定义 7.4. 设| · |为域K上的一个非阿基米德赋值. 定义ν : K → R ∪ {+∞}为

ν(x) =

− log |x| 如果 x ̸= 0,

+∞ 如果 x = 0,

并将其称作非阿基米德赋值| · |对应的指数赋值(exponential valuation).

注记 7.3. (i)容易验证指数赋值ν : K → R ∪ {+∞}满足以下三个条件

• ν(x) = +∞ ⇔ x = 0.

• ν(xy) = ν(x) + ν(y) (∀x, y ∈ K).

• ν(x+ y) ≥ min {ν(x), ν(y)}并且当ν(x) < ν(y)时,我们有

ν(x+ y) = ν(x).

(ii)固定实数0 < λ < 1,容易说明

|x|′ := λν(x)

为K上一个与| · |等价的赋值.

(iii)对任意的正实数s > 0,对非阿基米德赋值| · |,容易说明| · |s也是一个

非阿基米德赋值(但是, 该结论对于阿基米德赋值并不成立. 例如, 对于绝对

值赋值| · |∞,函数| · |2∞不满足三角不等式,因此它并不是一个赋值). 由此,容

易说明两个指数赋值ν1, ν2等价当且仅当存在实数s > 0使得ν1 = s · ν2.

定义 7.5. 设K为域, | · |为K上的一个非阿基米德赋值, ν为其对应的指数赋

值. 容易验证

O = {x ∈ K : |x| ≤ 1} = {x ∈ K : ν(x) ≥ 0}
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7 赋值域 7.1 赋值的基本性质

为一个赋值环,其中

p = {x ∈ K : |x| < 1} = {x ∈ K : ν(x) > 0}

为其唯一的非零极大理想,

O× = {x ∈ K : |x| = 1} = {x ∈ K : ν(x) = 0}

为其可逆元构成的乘法子群.

注记 7.4. 由注记7.2,容易证明K上的两个赋值| · |1与| · |2等价当且仅当它们

的赋值环相同.

下面我们给出离散赋值的定义.

定义 7.6. 设ν为域K上的一个指数赋值. 如果存在正实数s > 0使得

ν(K×) :=
{
ν(x) : x ∈ K×

}
= s · Z,

则称ν为一个离散赋值. 特别地,如果ν(K×) = Z,则称ν为正则的离散赋值.

离散赋值与我们在第三章中介绍的离散赋值环密切相关.

命题 7.6. 设ν为域K上的一个离散赋值. 则其赋值环

O = {x ∈ K : ν(x) ≥ 0}

为离散赋值环. 更进一步,如果ν为正则的离散赋值,则对任意的正整数n都有

pn = {x ∈ K : ν(x) ≥ n} .

并且此时有加法群同构

pn/pn+1 ∼= O/p.

证明: 由命题3.5, 我们知道赋值环是整闭整环并且有唯一的非零极大理

想. 下面只要证明O为主理想整环即可. 因为ν为离散赋值, 存在s > 0使

得ν(K×) = s · Z. 取π ∈ O使得ν(π) = s. 对O的任意非零a,令

r = min

{
ν(x)

s
: x ∈ a

}
,

令x0 ∈ a使得ν(x0) = sr. 则对任意的y ∈ a,我们有

ν

(
y

x0

)
= ν(y)− ν(x0) = ν(y)− sr ≥ 0.
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这说明y/x0 ∈ O. 因此a = x0O,即O为主理想整环. 结合上面的讨论, O是离

散赋值环. 利用第三章中介绍的离散赋值环的性质容易证明第二个结论.

综上,我们完成了证明.

设ν为域K上正则的离散赋值, π为离散赋值环O的一个素元.容易说明

{
pn : n ∈ Z+

}
为0的一组开邻域基,

{
U (n) = 1 + pn : n ∈ Z+

}
为1的一组开邻域基. 并且, 对任意的1 + πny ∈ U (n) (y ∈ O), 因为O为局部

环, 1 + πny一定为O上的可逆元.因此存在z ∈ O使得

(1 + πny)z = 1.

这得到

(1 + πny)−1 = z = 1− πnyz ∈ U (n).

这说明U (n)是O×的乘法子群.

命题 7.7. 记号如上. 设ν为域K上正则的离散赋值, n ∈ Z+. 则有群同构

(i) O×/U (n) ∼= (O/pn)×.

(ii) U (n)/U (n+1) ∼= O/p.

证明: (i)设x ∈ O使得x mod pn ∈ (O/pn)×. 则存在y ∈ O使得

xy ≡ 1 (mod pn).

因为O为局部环,上式说明x ∈ O×.因此h(x) = xmod pn是O× → (O/pn)×的

满同态,并且显然kerh = U (n). 由同构定理,同构(i)成立.

(ii) 因为ν为正则的离散赋值, 由命题7.6, O为离散赋值环. 取π为O的一

个素元.则同态 g(x) = 1 + πnx mod U (n+1)显然是O → U (n)/U (n+1)的满同

态且Kerg = p. 因此同构(ii)成立.

综上,我们完成了证明.

作为本节的结束, 我们来介绍Q上的Ostrowski定理. 我们将在后面的章

节中介绍一般代数数域上的Ostrowski定理.
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定理 7.2. 设| · |为Q上的一个非平凡赋值. 当| · |为非阿基米德赋值时, | · |与某

个p-adic赋值| · |p等价. 当| · |为阿基米德赋值时, | · |与绝对值赋值| · |∞等价.

证明: (i)设| · |为非阿基米德赋值. 注意到此时,对任意的n ∈ Z都有|n| ≤ 1.

我们断言: 存在素数p使得|p| < 1. 事实上,如果假设对每个素数p都有|p| = 1.

则对任意的x ∈ Q×,我们有

|x| =
∏
p

∣∣pordp(x)
∣∣ = 1.

这说明| · |为平凡赋值, 显然矛盾. 因此, 存在素数p使得|p| < 1. 对任意的素

数q ̸= p,我们知道存在a, b ∈ Z使得aq + bp = 1. 由命题7.2,

1 ≥ |q| ≥ |aq| = |1− bp| = |1| = 1,

即|q| = 1. 这说明对任意的x ∈ Q×,我们有

|x| =
∣∣pordp(x)

∣∣ ·∏
q ̸=p

∣∣qordq(x)
∣∣ = ∣∣pordp(x)

∣∣ = |p|ordp(x) = |x|sp,

其中

s =
log |p|
log |p|p

> 0.

由命题7.1,赋值| · |与| · |p等价.

(ii)下面设|·|为阿基米德赋值.我们断言:对任意的n ∈ Z≥2,都有|n| > 1.

事实上,假设存在n0 ∈ Z≥2使得|n0| ≤ 1. 对任意的m ∈ Z≥2以及任意的N ∈

Z+,设

mN = a0 + a1n0 + · · ·+ arn
r
0

为mN的n0进制展开,其中0 ≤ ai ≤ n0 − 1且ar ̸= 0. 则

|m|N ≤
r∑
i=0

|aini0| ≤
r∑
i=0

|ai| ≤ (r + 1)n0 ≤
(
1 +

N logm

log n0

)
· n0.

因此,

|m| ≤
(
1 +

N logm

log n0

)1/N

· n1/N
0 .

令N → +∞得到|m| ≤ 1. 由此以及命题7.3,我们得到| · |为非阿基米德赋值,

这显然矛盾. 因此,上述断言成立.

对任意的m,n ∈ Z≥2以及任意的N ∈ Z+,设

mN = b0 + b1n+ · · ·+ brn
r
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7 赋值域 7.2 赋值域的完备化

为mN的n进制展开,其中0 ≤ bi ≤ n− 1且br ̸= 0. 因为|n| > 1,容易验证

|m|N ≤
r∑
i=0

|bini| ≤ (r + 1) · n · |n|r ≤
(
1 +

N logm

log n

)
· n · |n|

N log m
log n .

因此,

|m| ≤
(
1 +

N logm

log n

)1/N

· n1/N · |n|
log m
log n .

令n→ ∞得到

|m| ≤ |n|
log m
log n .

将m,n换个位置得到

|n| ≤ |m|
log n
log m .

结合上面的讨论,对任意的m,n ∈ Z≥2,

log |n|
log |m|

=
log n

logm
.

这说明

|n| = |n|s∞, (7.1)

其中

s =
log |2|
log 2

> 0.

因为| − n| = n且|1| = 1, 等式(7.1)对任意的整数n均成立. 由此, 对任意

的x/y ∈ Q(x, y ∈ Z且y ̸= 0),我们有∣∣∣∣xy
∣∣∣∣ = |x|

|y|
=

|x|s∞
|y|s∞

=

∣∣∣∣xy
∣∣∣∣s
∞
.

由此与命题7.1,赋值| · |与绝对值赋值| · |∞等价.

综上,我们完成了证明.

7.2 赋值域的完备化

首先,我们给出完备赋值域的定义.

定义 7.7. 设K为域, |·|为K上的非平凡赋值.如果对(K, |·|)中任意的Cauchy序

列{an}∞n=1,存在a ∈ K使得

lim
n→+∞

an = a,

则称(K, | · |)是一个完备的赋值域.
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7 赋值域 7.2 赋值域的完备化

我们知道有许多不完备的赋值域(K, | · |). 例如, (Q, | · |∞)以及(Q, | · |p).

下面我们介绍赋值域的完备化过程. 设R为(K, | · |)上所有Cauchy序列构成的

集合,并且令

m =

{
{an}∞n=1 ∈ R : lim

n→+∞
an = 0

}
.

在序列的加法与乘法运算下, 容易说明m是R的极大理想. 令K̂ := R/m.

对任意的x ∈ K, 将a等同于常数序列{a}∞n=1. 则显然有K ↪→ K̂. 对任意

的{an}∞n=1 mod m ∈ K̂,因为{an}∞n=1为Cauchy列以及不等式

||as| − |at|| ≤ |as − at|,

我们得到{|an|}∞n=1是R上的Cauchy列. 因此limn→+∞ |an|存在. 并且容易验证

当

{an}∞n=1 ≡ {bn}∞n=1 (mod m)

时,必有

lim
n→+∞

|an| = lim
n→+∞

|bn|.

定义函数| · |∗ : K̂ → R为

|{an}∞n=1 mod m|∗ := lim
n→+∞

|an|.

由上面的讨论, 我们容易验证| · |∗的定义是合理的. 利用赋值的定义也容易

说明| · |∗是K̂上的赋值并且|a|∗ = |a| (∀a ∈ K). 同时, 也容易验证K在赋值

域(K̂, | · |∗)中是稠密的.

下面我们来说明(K̂, | · |∗)是完备的.

定理 7.3. 记号如上. 则(K̂, | · |∗)是完备的赋值域.

证明: 设{xn}∞n=1为(K̂, | · |∗)上的任意一个Cauchy列,其中

xn = {a(n)i }∞i=1 mod m.

当n = 1时,存在k1 ∈ Z+使得对任意的i, i′ ≥ k1都有

|a(1)i − a
(1)
i′ | < 1.

利用递推构造, 对任意的n ≥ 2, 存在正整数kn > kn−1使得对任意的i, i
′ ≥

kn都有

|a(n)i − a
(n)
i′ | < 1

n
.
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7 赋值域 7.2 赋值域的完备化

考虑序列{a(n)kn
}∞n=1. 先说明该序列为(K, | · |)上的Cauchy列. 事实上, 对

任意的ε > 0, 因为{xn}∞n=1为(K̂, | · |∗)上的Cauchy列, 存在N0(ε)使得对任意

的m,n ≥ N0(ε)都有

|xn − xm|∗ = lim
i→+∞

|a(n)i − a
(m)
i | < ε

6
.

因此,存在N1(ε)使得对任意的i ≥ N1(ε)都有

|a(n)i − a
(m)
i | < ε

6
.

令

N(ε) = max {N0(ε), N1(ε), 1 + ⌊ε/6⌋} .

则对任意的m ≥ n ≥ N(ε),我们有∣∣∣a(n)kn
− a

(m)
km

∣∣∣ = ∣∣∣a(n)kn
− a

(n)
km

+ a
(n)
km

− a
(m)
km

∣∣∣
≤
∣∣∣a(n)kn

− a
(n)
km

∣∣∣+ ∣∣∣a(n)km
− a

(m)
km

∣∣∣
≤ 1

n
+
ε

6

< ε/3.

因此, {a(n)kn
}∞n=1为(K, | · |)上的Cauchy列.

令x = {a(n)kn
}∞n=1 mod m ∈ K̂. 记号如上. 则当n ≥ N(ε)时,我们有

|xn − x|∗ = lim
i→+∞

∣∣∣a(n)i − a
(i)
ki

∣∣∣
≤ lim

i→+∞

∣∣∣a(n)i − a
(n)
ki

∣∣∣+ lim
i→+∞

∣∣∣a(n)ki
− a

(n)
kn

∣∣∣+ lim
i→+∞

∣∣∣a(n)kn
− a

(i)
ki

∣∣∣
≤ 1

n
+

1

n
+
ε

3

< ε.

因此,

lim
n→+∞

xn = x.

综上,我们证明了(K̂, | · |∗)是完备的赋值域.

注记 7.5. (i)当| · |是K上的非阿基米德赋值时,我们断言对任意的{an}∞n=1 ∈

R \m,一定存在N ∈ Z+使得

|an| = |aN | (∀n ≥ N).
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事实上, 因为{an}∞n=1不收敛到0, 存在ε0 > 0使得对任意的N1 ∈ Z+, 存

在n(N1) ≥ N1使得|an(N1)| > ε0. 另一方面, 因为{an}∞n=1是Cauchy列, 存

在N2使得对任意的m,n ≥ N2都有|am − an| < ε0/2. 令N = n(N2). 则由命

题7.2,对任意的n ≥ N ,

|an| = |(an − aN ) + aN | = |aN |.

因此, 上述断言成立. 注意当{an}∞n=1收敛到0时, 上述结论并不成立. 例如,

(Q, | · |p)的Cauchy序列{pn}∞n=1中每一项的p-adic赋值互不相同.

由上面的讨论,当| · |是K上的非阿基米德赋值时,

|K| := {|x| : x ∈ K} = {|x|∗ : x ∈ K̂} = |K̂|∗.

(ii)对于阿基米德赋值的情形,我们不加证明地给出如下定理(它的证明

主要涉及分析的技巧,这里就不赘述了).

定理 7.4. 设(K, | · |)为一个完备的阿基米德赋值域.则

(K, | · |) ∼=
topological

(R, | · |∞),

或者

(K, | · |) ∼=
topological

(C, | · |∞),

其中记号 ∼=
topological

表示这两个赋值域之间存在一个域同构φ, 并且作为拓扑

空间之间的映射, φ还是一个同胚.

(iii) 从现在开始, 将Q在p-adic赋值下的完备化记作Qp, 将其赋值环记

作Zp(注意在这章之前, 记号Zp指的是Z在p处的局部化). 我们后面会详细介

绍它们.

下面我们给出完备化的一般定义.

定义 7.8. 设(K, | · |)为一个赋值域.如果赋值域(K̂, |̂ · |)满足以下三个条件

(i) (K̂, |̂ · |)是完备的,

(ii) K ⊆ K̂并且|̂ · |在K上的限制与| · |等价,

(iii) K在(K̂, |̂ · |)中稠密,

则将(K̂, |̂ · |)称为(K, | · |)的一个完备化.

关于赋值域的完备化,我们首先介绍下面的延拓定理.
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定理 7.5. 设(K, | · |)为赋值域, (K̂, |̂ · |)为其完备化, (M, | · |M )为一个完备的

赋值域.设拓扑嵌入(topological injection)

f : (K, | · |) ↪→
topological

(M, | · |M ),

其中记号 ↪→
topological

表示f为域嵌入,并且作为拓扑空间之间的映射,K与f(K)是

同胚的(这里f(K)上的拓扑为子空间拓扑). 则存在f唯一的延拓f̂使得

f̂ : (K̂, |̂ · |) ↪→
topological

(M, | · |M ).

换句话说,存在f唯一的延拓f̂使得使得下面的交换图成立

K M

K̂

f

f̂

证明: 因为|̂ · |在K上的限制与|·|等价,为了方便,由命题7.1,不妨设|̂ · |在K上

的限制恰好等于| · |.

先证明延拓的存在性. 因为K在(K̂, |̂ · |)中稠密, 对任意的x ∈ K̂, 存

在K上的Cauchy列{xn}∞n=1使得

lim
n→+∞

xn = x.

因为f : (K, | · |) ↪→
topological

(M, | · |M ),序列{f(xn)}∞n=1为M上的Cauchy列. 定

义

f̂(x) := lim
n→+∞

f(xn).

容易验证这个定理是合理的并且f̂是域嵌入. 下面我们来说明

f̂ : (K̂, |̂ · |) ↪→
topological

(M, | · |M ).

为此,仅需证明|̂ · |与| · |M ◦ f̂是等价的赋值. 对任意的y ∈ {x ∈ K̂ : |̂x| < 1},

取K上收敛到y的Cauchy列{yn}∞n=1. 设|̂y| < r0 < 1. 则当n充分大时,

|yn| = |̂yn| ≤ ̂|yn − y|+ |̂y| < r0.

因为f是拓扑嵌入,当n充分大时, |f(yn)|M < 1. 由此

|f̂(y)|M =

∣∣∣∣ lim
n→+∞

f(yn)

∣∣∣∣
M

= lim
n→+∞

|f(yn)|M ≤ r0 < 1.
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这说明

|̂y| < 1 ⇒ |f̂(y)|M < 1.

由此与注记7.2,赋值|̂ · |与赋值| · |M ◦ f̂是等价的.因此, f̂是拓扑嵌入.

最后来证明延拓的唯一性. 设ĝ : K̂ ↪→
topological

M为f的一个延拓.对任意

的x ∈ K̂,取K上收敛到x的Cauchy列{xn}∞n=1. 则

ĝ(x) = ĝ

(
lim

n→+∞
xn

)
= lim

n→+∞
ĝ(xn) = lim

n→+∞
f(xn) = f̂(x).

因此f̂ = ĝ.

综上,我们完成了证明.

由该延拓定理,我们容易得到下面的推论.

推论 7.1. 设(K, | · |)为赋值域, (M1, | · |1)与(M2, | · |2)均为(K, | · |)的完备化.

则存在拓扑同构

φ : (M1, | · |1) ∼=
topological

(M2, | · |2).

并且φ|K = id.

7.3 完备的离散赋值域与反向极限

由定理7.4, 阿基米德赋值域的完备化本质就是(R, | · |∞)或者(C, | · |∞).

因此, 我们下面主要关注非阿基米德赋值域的完备化, 尤其是离散赋值域的

完备化.

命题 7.8. 设(K, | · |)为非阿基米德赋值域, O为其赋值环, p为O的极大理想.

设(K̂, |̂ · |)为K的完备化, Ô为其赋值环, p̂为Ô的极大理想. 则O在(K̂, |̂ · |)中

的闭包恰好为Ô,并且

O/p ∼= Ô/p̂.

更进一步,如果| · |对应的指数赋值是离散赋值,则对任意的n ∈ Z+,

O/pn ∼= Ô/p̂n.

证明: 因为|̂ · |在K上的限制与|·|等价,为了方便,由命题7.1,不妨设|̂ · |在K上

的限制恰好等于| · |. 注意到,由注记7.4,两个等价的赋值有着相同的赋值环.

因此,这样的操作并不影响命题的结果.
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(i) 对任意的x ∈ Ô, 取K上收敛到x的Cauchy列{xn}∞n=1. 则当n充分大

时,必有

|xn| = |̂xn| ≤ max{ ̂|xn − x|, |̂x|} ≤ 1.

这说明当n充分大时, xn ∈ O. 注意到{x+ p̂n : n ∈ Z+}是x在(K̂, |̂ · |)中的一

组开邻域基,上面的讨论说明

(
x+ p̂n

)
∩ O ≠ ∅ (∀n ∈ Z+). (7.2)

设O在(K̂, |̂ · |)中的闭包为C. 则上式说明x ∈ C,即Ô ⊆ C. 注意到Ô是闭集,

我们有Ô = C.

由(7.2),同态y 7→ y mod p̂是O → Ô/p̂的满同态. 显然该满同态的核为

p̂ ∩ O = p.

因此,

O/p ∼= Ô/p̂.

(ii)设| · |对应的指数赋值ν为离散赋值. 由注记7.3, 不妨设ν为正则的离

散赋值. 对任意的n ∈ Z+,由(7.2),同态fn : y 7→ y mod p̂n是O → Ô/p̂n的满

同态. 并且

ker fn = p̂n ∩ O = {x ∈ O : ν(x) ≥ n} = pn.

因此,

O/pn ∼= Ô/p̂n.

综上,我们完成了证明.

利用该命题,我们可以得到下面这个非常重要的结论.

定理 7.6. 设(K, ν)为离散赋值域, O为其赋值环, p为O的极大理想, π为O上

的素元.设(K̂, ν̂)为K的完备化, Ô为其赋值环, p̂为Ô的极大理想, R为O/p的

一个代表元系并且0 ∈ R. 则K̂×中的每个元素x均可唯一表示为

x = πm ·
∞∑
i=0

aiπ
i,

其中m = ordp̂(x), ai ∈ R并且a0 ̸= 0.
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证明: 类似于前面的证明,我们不妨设ν是一个正则的离散赋值.因为ν̂在K上

的限制与ν等价, 为了方便, 由命题7.1, 不妨设ν̂在K上的限制恰好等于ν. 再

由注记7.5,

ν(K) = ν̂(K̂) = Z ∪ {∞}.

因此, ν̂(π) = ν(π) = 1,即π也是Ô上的素元.由命题7.6, Ô是离散赋值环. 因

此,对任意的x ∈ K̂×,元素x可以唯一表示为

x = πm · ε,

其中m = ordp̂(x)并且ε ∈ Ô×. 由命题7.8, O/p ∼= Ô/p̂. 因此, 存在唯一

的a0 ∈ R \ {0}使得ε ≡ a0 (mod πÔ). 由此, 设ε − a0 = πx1, 其中x1 ∈ Ô.

对x1进行类似的讨论并且不断重复上面的操作,就可以把x表示为

x = πm ·
∞∑
i=0

aiπ
i,

其中m = ordp̂(x), ai ∈ R并且a0 ̸= 0的形式(此时,级数
∑∞

i=0 aiπ
i在(K̂, |̂ · |)显

然收敛). 而唯一性的证明几乎是平凡的.

综上,我们完成了证明.

为了更好地理解完备的离散赋值域的拓扑结构,需要介绍一些涉及反向

极限的简单理论. 我们首先给出一些定义.

定义 7.9. 设I为非空指标集. 如果对任意的i, j ∈ I, 存在k ∈ I使得i ≤

k且j ≤ k,则称I为正向指标集(directed indexing set).

定义 7.10. 设I为正向指标集,对任意的i ∈ I, Xi为拓扑空间. 对任意的i ≤ j,

映射fji为Xj → Xi的连续映射. 如果对于任意的i ≤ j ≤ k,都有交换图

Xk Xj

Xi

fkj

fki
fji

则称

{(Xi, fji) : i, j ∈ I且i ≤ j}

为一个反向系统.

同调代数中往往利用"泛性质"来定义反向极限,但在这里暂时并不需要

这样做,我们直接给出如下定义.
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定义 7.11. 设I为正向指标集, {(Xi, fji) : i, j ∈ I且i ≤ j}为一个反向系统.

则该反向系统的反向极限定义为乘积空间
∏
i∈I Xi的子空间{

(xi)i∈I ∈
∏
i∈I

Xi : fji(xj) = xi ∀i ≤ j

}
.

将其记作lim←−
i∈I

Xi.

下面我们来研究反向极限的拓扑性质. 为此,我们需要一些引理.

引理 7.1. 设X,Y为拓扑空间, 且Y为Hausdorff空间, f, g为X → Y的连续映

射. 则

C = {x ∈ X : f(x) = g(x)}

为X的闭子集.

证明: 仅需证明X \ C为开集.对任意的x ∈ X \ C, 因为Y为Hausdorff空间,

存在f(x)的开邻域Vf(x)以及g(x)的开邻域Vg(x)使得

Vf(x) ∩ Vg(x) = ∅.

因为f, g为连续映射, U1 = f−1(Vf(x))以及U2 = g−1(Vg(x))均为x的开邻域.容

易验证U = U1 ∩ U2为x的开邻域且f(z) ̸= g(z) (∀z ∈ U). 这说明U ⊆ X \ C.

因此X \ C为开集.

综上,我们完成了证明.

利用这个引理,我们可以得到下面的结果.

命题 7.9. 设I为正向指标集, {(Xi, fji) : i, j ∈ I且i ≤ j}为一个反向系统.如

果每个拓扑空间Xi均为Hausdorff空间,则lim←−
i∈I

Xi为闭子集.

证明: 对任意的i ∈ I, 设pi为乘积空间
∏
i∈I Xi到Xi的自然投射. 对任意

的i ≤ j,由引理7.1,

Xji :=

{
x ∈

∏
i∈I

Xi : pi(x) = fji ◦ pj(x)

}

为闭子集.因此

lim←−
i∈I

Xi =
⋂
i≤j

Xji

也为闭子集.

综上,我们完成了证明.
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下面的一般性定理可以在后面帮助我们更好地理解完备的离散赋值域

的拓扑结构.

定理 7.7. 设I为正向指标集, {(Xi, fji) : i, j ∈ I且i ≤ j}为一个反向系统.如

果每个拓扑空间Xi均为非空的紧的Hausdorff空间,则lim←−
i∈I

Xi为非空紧空间.

证明: 先说明反向极限非空. 因为Xi均为紧空间, 由Tykhonov定理, 乘积空

间
∏
i∈I Xi为紧空间. 使用命题7.9证明中的记号. 我们有

lim←−
i∈I

Xi =
⋂
i≤j

Xji.

假设lim←−
i∈I

Xi = ∅. 因为这些Xji为闭子集,由紧空间中闭子集的有限交性质,存

在有限组i1 ≤ j1, i2 ≤ j2, · · · , in ≤ jn使得⋂
1≤r≤n

Xjrir = ∅. (7.3)

因为I为正向指标集, 取k ∈ I使得对任意的1 ≤ r ≤ n, 都有ir ≤ k且jr ≤

k. 此时, 固定Xk中的一个元素yk. 取乘积空间中的一个元素y使得y的在指

标k处的分量为yk,在每个指标ir与jr处的分量分别为fkir(yk)与fkjr(yk) (∀1 ≤

r ≤ n). 由反向系统的定义,容易验证

y ∈
⋂

1≤r≤n

Xjrir .

这与(7.3)矛盾. 因此,我们得到

lim←−
i∈I

Xi ̸= ∅.

由此以及命题7.9,反向极限 lim←−
i∈I

Xi是紧空间的一个非空闭子集.因此,反向极

限为非空紧子集.

综上,我们完成了证明.

下面我们利用上面的结论来研究完备的离散赋值域. 设(K, ν)为一个完

备的离散赋值域,其中ν为正则的离散赋值, O为其赋值环, p为O的极大理想.

对任意的n ∈ Z+,商环O/pn上的拓扑为自然满同态fn : O ↠ O/pn所确

定的商拓扑.也就是说,

V ⊆ O/pn为开集⇔ f−1n (V )为子空间O中的开集.
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注意到

f−1n (0 mod pn) = pn

为开集.因此这些商空间O/pn均为离散空间. 对于任意的正整数i ≤ j, 定义

同态

fji : O/pj → O/pi

为fji(x mod pj) = x mod pi. 容易验证fji的定义是合理的,并且因为O/pj为

离散空间,这些同态fji是连续映射. 由上面的讨论,

{
(O/pn, fmn) : m,n ∈ Z+且n ≤ m

}
构成了一个反向系统.并且此时, lim←−

n∈Z+

O/pn有一个显然的环结构.类似地,

{(
O×/U (n), gmn

)
: m,n ∈ Z+且n ≤ m

}
,

也为一个反向系统,其中U (n) = 1 + pn,

gmn(x mod U (m)) = x mod U (n).

我们有下面的定理.

定理 7.8. 记号如上. 则下列拓扑同构成立.

(i) O ∼=
topological

lim←−
n∈Z+

O/pn.

(ii) O× ∼=
topological

lim←−
n∈Z+

O×/U (n).

证明: 我们只证明(i). (ii)的证明是类似的.设同态

φ : O → lim←−
n∈Z+

O/pn

为φ(x) = (x mod pn)n∈Z+ . 下面说明φ是一个拓扑同构.

首先,因为 ⋂
n∈Z+

pn = {0},

同态φ为单同态.设π为O的一个素元.对于任意的(xnmod pn)n∈Z+ ∈ lim←−
n∈Z+

O/pn,

因为

xn ≡ xn−1 (mod πnO) (∀n ∈ Z≥2),

94

Copyright©Hai-Liang Wu 2024



7 赋值域 7.4 Hensel引理

存在O中的元素a0, a1, · · · , an, · · ·使得

xn = a0 + a1π + a2π
2 + · · ·+ an−1π

n−1 (∀n ∈ Z+).

因为(K, ν)是完备的并且O是闭子集,赋值环O是完备的.因此

x =
∞∑
i=0

aiπ
i ∈ O

使得φ(x) = (xn mod pn)n∈Z+ ,即φ为满同态.

下面我们来说明φ是同胚.先说明φ是连续映射.对任意的非空有限集I ⊆

Z+,令

UI :=

∏
n∈I

{0 mod pn} ×
∏

n∈Z+\I

O/pn
⋂ lim←−

n∈Z+

O/pn.

则这些UI恰好为 lim←−
n∈Z+

O/pn中零元素的一组开邻域基. 容易验证

φ−1(UI) = pr,

其中r = max I . 注意到 lim←−
n∈Z+

O/pn是拓扑环,上式说明φ是连续映射. 由上面

的讨论,要证明φ是同胚,现在仅需说明φ是开映射即可. 对任意的n ∈ Z+,容

易验证

φ(pn) = UIn ,

其中In = {1, 2, · · · , n}. 注意到这些pn为0的一组开邻域基并且O是拓扑环,

上式说明φ是开映射. 结合上面的讨论, φ是同胚.

综上,我们完成了证明.

7.4 Hensel引理

Hensel引理是研究完备的非阿基米德赋值域的一个重要工具. 我们在这

里介绍两个结论, 一个与赋值环上的多项式分解有关, 另一个与赋值环上多

元多项式的零点有关.

定理 7.9. 设(K, | · |)为完备的非阿基米德赋值域, O为其赋值环, p为O的极大

理想. 设多项式f(t) ∈ O[t]并且|f | = 1,设

f(t) = f(t) mod p ∈ (O/p)[t]
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为f(t)模p的约化. 如果存在(O/p)[t]上互素的多项式g̃(t)与h̃(t)使得

f(t) = g̃(t) · h̃(t),

则存在g(t), h(t) ∈ O[t]使得

f(t) = g(t)h(t),

deg(g(t)) = deg(g̃(t)), g(t) mod p = g̃(t)并且h(t) mod p = h̃(t).

证明: 采用递推构造的方法.

取多项式g0(t), h0(t) ∈ O[t]使得deg(g0(t)) = deg(g̃(t)), deg(h0(t)) ≤

deg(f(t))− deg(g0(t)), g0(t) mod p = g̃(t)并且h0(t) mod p = h̃(t). 此时显然

有

f(t) ≡ g0(t)h0(t) (mod p).

如果f(t)− g0(t)h0(t) = 0,则直接令g(t) = g0(t), h = h0(t)即可.

下面假设f(t) − g0(t)h0(t) ̸= 0. 因为g̃与h̃在(O/p)[t]上互素, 存在多项

式a(t), b(t) ∈ O[t]使得

a(t)g0(t) + b(t)h0(t)− 1 ≡ 0 (mod p).

令f(t)− g0(t)h0(t)以及a(t)g0(t) + b(t)h0(t)− 1的所有非零系数中,乘积赋值

最小的系数为π.

对任意的正整数n ≥ 1,假设我们已经构造了多项式

gn−1(t) = g0(t) + πp1(t) + · · ·+ πn−1pn−1(t),

以及

hn−1(t) = h0(t) + πq1(t) + · · ·+ πn−1qn−1(t),

其中这些pi(t), qi(t) ∈ O[t], deg(pi(t)) < deg(g0(t)) = deg(g̃(t)), deg(qi(t)) ≤

deg(f(t))− deg(g0(t)),并且

gn−1(t)hn−1(t) ≡ f(t) (mod πnO[t]).

下面来构造gn(t)与hn(t). 首先设

f(t)− gn−1(t)hn−1(t) = πn∆n(t),
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其中∆n(t) ∈ O[t]并且deg(∆n(t)) ≤ deg(f). 设

gn(t) = gn−1(t) + πnp∗n(t),

hn(t) = hn−1(t) + πnq∗n(t)

(其中p∗n(t), q
∗
n(t) ∈ O[t]待定)使得

gn(t)hn(t) ≡ f(t) (mod πn+1O[t]). (7.4)

由简单的计算, (7.4)等价于

gn−1(t)q
∗
n(t) + hn−1(t)p

∗
n ≡ ∆n(t) (mod πO[t]). (7.5)

注意到π是f(t) − g0(t)h0(t)以及a(t)g0(t) + b(t)h0(t) − 1的所有非零系数中,

乘积赋值最小的.由gn−1(t)与hn−1(t)的构造,我们得到

gn−1(t)a(t) + hn−1(t)b(t) ≡ 1 (mod πO[t]).

这说明存在p∗n(t), q
∗
n(t) ∈ O[t]使得(7.5)成立.设

p∗n(t) = xn(t)gn−1(t) + pn(t),

其中pn(t) = 0或者deg(pn(t)) < deg(gn−1(t)) = deg(g0(t)). 将其带入(7.5),

我们得到

gn−1(t)qn(t) + hn−1(t)pn(t) ≡ ∆n(t) (mod πO[t]),

其中deg(pn(t)) < deg(g0(t)),并且qn(t)为去掉q∗n(t) + hn−1(t)xn(t)中那些系

数在πO中的项后得到的多项式. 则此时deg(qn) = deg(qn mod πO). 由上面

的讨论容易验证

deg(gn−1 mod πO) + deg(qn) = deg ((∆n − hn−1pn) mod πO[t])

≤ deg(f).

这说明deg(qn) ≤ deg(f)−deg(gn−1) = deg(f)−deg(g̃). 这样就完成了构造.

也就是说,对任意的整数n ≥ 0,假设存在多项式

gn(t) = g0(t) + πp1(t) + · · ·+ πnpn(t),
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以及

hn(t) = h0(t) + πq1(t) + · · ·+ πnqn(t)

(其中这些pi(t), qi(t) ∈ O[t], deg(pi(t)) < deg(g0(t)) = deg(g̃(t)), deg(qi(t)) ≤

deg(f(t))− deg(g0(t)))使得

gn(t)hn(t) ≡ f(t) (mod πn+1O[t]).

因为(K, | · |)是完备的非阿基米德赋值域并且赋值环O是闭子集, 我们得

到O是完备的.因此,

g(t) = lim
n→+∞

gn(t), h(t) = lim
n→+∞

hn(t)

就是满足定理条件的多项式.

综上,我们完成了证明.

注记 7.6. 这个形式的Hensel引理说明, 在完备的非阿基米德赋值域上, 可以

通过讨论多项式在剩余类域O/p上的分解来研究多项式在O[t]上的分解.

定理7.9有一个非常有用的推论.

推论 7.2. 设(K, | · |)为完备的非阿基米德赋值域, O为其赋值环, p为O的极大

理想. 如果

f(t) = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n ∈ K[t]

为不可约多项式(其中a0an ̸= 0). 则

|f | = max{|a0|, |an|}.

证明: 使用反证法.假设|f | > max{|a0|, |an|}. 则存在0 < i < n使得

|f | = |ai|, 并且|aj | < |ai| (∀0 ≤ j < i).

注意ai ̸= 0并且此时 1
ai
f mod p在剩余类域O/p上可以分解为两个互素的多

项式乘积,并且其中一个多项式的次数为i. 由定理7.9,多项式 1
ai
f在O[t]上可

约. 这显然矛盾.

综上,我们完成了证明.

下面我们介绍另外一种形式的Hensel引理, 它与赋值环上多元多项式的

零点有关.
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定理 7.10. 设(K, ν)为一个完备的离散赋值域, ν是正则的离散赋值, O为其赋

值环, p为O的极大理想. 设f(t1, t2, · · · , tn) ∈ O[t1, t2, · · · , tn]为一个n元多项

式. 如果存在 a1, a2, · · · , an ∈ O, δ ∈ Z≥0以及某个1 ≤ i ≤ n使得
F (a1, a2, · · · , an) ≡ 0 (mod p2δ+1),

∂F
∂ti

(a1, a2, · · · , an) ≡ 0 (mod pδ),

∂F
∂ti

(a1, a2, · · · , an) ̸≡ 0 (mod pδ+1)

(约定p0 = O),则存在θ1, θ2, · · · , θn ∈ O使得

F (θ1, θ2, · · · , θn) = 0,

并且

θj ≡ aj (mod pδ+1) (∀1 ≤ j ≤ n).

证明: 使用递推构造的方法.设

f(t) = F (a1, · · · , ai−1, t, ai+1, · · · , an).

设π为O的素元.下面我们来构造一个O上的Cauchy序列{αm}∞m=0使得

f(αm) ≡ 0 (mod π2δ+1+m),

并且αm ≡ ai (mod πδ+1O) (∀m ∈ Z≥0). 令α0 = ai. 假设m ≥ 1并且满足要

求的αm−1已经构造完成. 下面来构造αm. 设

f(t) = f(αm−1) + f ′(αm−1)(t− αm−1)t+高次项,

由归纳假设,存在b0 ∈ O使得f(αm−1) = π2δ+mb0.因为αm−1 ≡ ai (mod pδ+1),

我们有

f ′(αm−1) ≡ f ′(ai) =
∂F

∂ti
(a1, a2, · · · , an) ≡ 0 (mod pδ),

f ′(αm−1) ≡ f ′(ai) =
∂F

∂ti
(a1, a2, · · · , an) ̸≡ 0 (mod pδ+1).

因此,存在b1 ∈ O×使得f ′(αm−1) = πδb1. 令x = αm−1 + ξmπ
δ+m,其中ξm ∈

O待定.则由上面的讨论

f(x) ≡ 0 (mod π2δ+1+mO) ⇔ b0 + b1ξ ≡ 0 (mod πO).
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7 赋值域 7.5 赋值的延拓

此时,令ξm = −b−11 b0 ∈ O,并且设

αm = αm−1 + ξmπ
m+δ.

则容易验证 
f(αm) ≡ 0 (mod π2δ+1+mO),

αm − αm−1 ≡ 0 (mod πm+δO),

αm ≡ ai (mod πδ+1O).

显然{αm}∞m=0为完备的拓扑空间O上的Cauchy列. 令θi = lim
m→∞

αm,

θj = aj (∀j ̸= i).

则有

F (θ1, θ2, · · · , θn) = f(θi) = lim
m→+∞

f(αm) = 0,

并且θj ≡ aj (mod pδ+1) (∀1 ≤ j ≤ n).

综上,我们完成了证明.

7.5 赋值的延拓

在本节中, 我们来研究赋值的延拓. 首先考虑完备的赋值域上赋值的延

拓.我们从下面的命题开始.

命题 7.10. 设(K, | · |)是完备的赋值域(阿基米德与非阿基米德均可), V为K上

的n维向量空间. 固定V上的一组基v1,v2, · · · ,vn. 对任意的x = x1v1 + · · ·+

xnvn ∈ V ,定义V上的范数|| · ||∞为

||x||∞ := max{|xi| : 1 ≤ i ≤ n}.

则V上任意范数|| · ||均与|| · ||∞等价. 并且此时

V ∼=
topological

Kn

是一个完备的赋范线性空间.

证明: 命题第二部分的结论是显然的.我们仅需证明|| · ||与|| · ||∞等价,即存

在a, b > 0使得

a||x||∞ ≤ ||x|| ≤ b||x||∞ (∀x ∈ V ).
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首先b是容易确定的.事实上,对任意的x = x1v1 + · · ·+ xnvn ∈ V ,

||x|| ≤
n∑
i=1

|xi| · ||vi|| ≤

(
n∑
i=1

||vi||

)
· ||x||∞.

因此,我们可以取

b =
n∑
i=1

||vi||.

下面我们通过对n归纳来证明正实数a的存在性. 当n = 1时, 令a =

||v1||即可. 下面假设n ≥ 2, 并且对于K的任意n − 1维赋范线性空间, 我们

都可以找到这样的a. 由此以及上面的讨论, K的任意n− 1维赋范线性空间均

是完备的.对任意的1 ≤ i ≤ n,定义于K的任意n− 1维赋范线性空间

Vi = Kv1 + · · ·+Kvi−1 +Kvi+1 + · · ·+Kvn.

因为这些Vi是完备的,集合
n⋃
i=1

(Vi + vi)

是闭集.由此以及

0 ̸∈
n⋃
i=1

(Vi + vi) ,

我们得到存在正常数a > 0使得

B(0, a)
⋂(

n⋃
i=1

(Vi + vi)

)
= ∅,

其中

B(0, a) = {x ∈ V : ||x|| < a} .

此时, 对任意的x = x1v1 + · · · + xnvn ∈ V \ {0}, 不妨设|xi| = ||x||∞ > 0.

则 1
xi
x ∈ Vi. 因此 ∣∣∣∣∣∣∣∣ 1xix

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≥ a.

这说明

a||x||∞ ≤ ||x|| (∀x ∈ V ).

因此,正常数a是存在的.由上面的讨论,范数|| · ||与|| · ||∞等价.

综上,我们完成了证明.

完备的赋值域上赋值的延拓是容易的.我们有如下定理.
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定理 7.11. 设(K, | · |)是完备的赋值域(阿基米德与非阿基米德均可). 对K的

任意代数扩张L(有限扩张与无限扩张均可), 赋值| · |有且仅有一种方式延拓

到L上. 特别地,当L/K为有限代数扩张时,该延拓为

|x| = |NL/K(x)|
1

[L:K] (∀x ∈ L).

并且此时,有限扩张L在此赋值定义的拓扑下是一个完备的赋值域.

证明: 当(K, | · |)是完备的阿基米德赋值域时,由定理7.4,结论显然成立.

下面设(K, | · |)是完备的非阿基米德赋值域.因为

L =
∏

K⊆M⊆L
M/K为有限扩张

M,

仅需考虑L/K为有限扩张的情形. 设OK为| · |在K上的赋值环, B为OK在L中

的整闭包. 我们断言

B =
{
x ∈ L :

∣∣NL/K(x)∣∣ ≤ 1
}
. (7.6)

事实上,对任意的x ∈ L,设

px(t) = tm + am−1t
m−1 + · · ·+ a1t+ a0 ∈ K[t]

为x在K上的极小多项式. 因为OK为整闭整环,由命题1.1,

x ∈ B ⇔ px(t) ∈ OK [t].

再由推论7.2,对于不可约多项式px(t),我们有

|px(t)| = max{1, |a0|}.

由上面的讨论,并注意到NL/K(x) = ±a[L:K(x)]
0 (命题1.2),我们得到

x ∈ B ⇔ px(t) ∈ OK [t] ⇔ |a0| ≤ 1 ⇔
∣∣NL/K(x)∣∣ ≤ 1.

因此, (7.6)成立.

设[L : K] = n. 下面来说明| · | 1
n ◦ NL/K是L上的赋值. 此时,仅需说明其

满足强三角不等式. 对任意的x, y ∈ L×,不妨设

|NL/K(x)|
1
n ≤ |NL/K(y)|

1
n .
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注意到此时|NL/K(x/y)| ≤ 1. 则由(7.6), 元素x/y ∈ B. 注意到B是环. 我们

有1 + x/y ∈ B. 再由(7.6), ∣∣∣∣NL/K (1 + x

y

)∣∣∣∣ 1
n

≤ 1.

这说明,∣∣NL/K (x+ y)
∣∣ 1
n ≤

∣∣NL/K (y)
∣∣ 1
n = max

{∣∣NL/K (x)
∣∣ 1
n ,
∣∣NL/K (y)

∣∣ 1
n

}
,

即强三角不等式成立.因此, | · | 1
n ◦NL/K是L上的赋值. 并且利用范数的性质,

容易说明其是| · |在L上的延拓.

下面来说明延拓的唯一性. 设| · |∗是| · |在L上的一个延拓.对任意的

y ∈ {z ∈ L : |z|∗ ≤ 1} ,

设

py(t) = tr + br−1t
r−1 + · · ·+ b1t+ b0 ∈ K[t]

为y在K上的极小多项式. 由推论7.2,

|py(t)| = max{1, |b0|}.

如果|b0| > 1,则由命题7.2,

0 =
∣∣yr + br−1y

r−1 + · · ·+ b1y + b0
∣∣
∗ = |b0| > 1,

这显然矛盾. 因此|b0| ≤ 1,即py(t) ∈ OK [t]. 由(7.6),我们得到

|y|∗ ≤ 1 ⇒ y ∈ B ⇒
∣∣NL/K(y)∣∣1/n ≤ 1.

因此,由注记7.2,赋值| · |∗与| · | 1
n ◦NL/K等价. 注意到它们在K上的限制为相

同的非平凡赋值. 由命题7.1,我们得到

| · |∗ = | · | 1
n ◦NL/K .

再由命题7.10,当L/K为有限扩张时, L必为完备的赋范线性空间.

综上,我们完成了证明.

注记 7.7. (i) 当L/K为无限代数扩张时, L不一定是完备的. 例如Qalg
p 就是一

个不完备的赋值域(我们后面会详细介绍).
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(ii)定理的证明中蕴藏了一个今后我们会经常使用的结果.事实上,当赋

值域(K, | · |)是完备的非阿基米德赋值域时,由(7.6),对于有限扩张L/K,我们

得到 | · | 1
n ◦NL/K在L上的赋值环恰好是OK在L中的整闭包.

下面介绍两个后面经常会遇到的量.

定义 7.12. 设(K, ν)为离散赋值域,L/K为域的有限扩张, ω为L的赋值满足ω|K =

ν. 定义ω对ν的分歧指数

e(ω|ν) :=
[
ω(L×) : ν(K×)

]
.

设OK ,OL分别为ν在K上与ω在L上的赋值环, pK , PL分别为OK与OL上的极

大理想. 定义ω对ν的惯性次数

f(ω|ν) := [OL/PL : OK/pK ] .

关于e与f我们有如下结果.

命题 7.11. 设(K, ν)为离散赋值域, L/K为域的有限扩张, ω为L上的赋值并且

满足ω|K = ν. 则

[L : K] ≥ e(ω|ν) · f(ω|ν).

更进一步,如果(K, ν)为完备的离散赋值域并且L/K为域的有限可分扩张,则

[L : K] = e(ω|ν) · f(ω|ν).

证明: 首先我们说明当[L : K] < ∞时,必有f(ω|ν) < ∞. 设x1, x2, · · · , xm ∈

OL使得这些x̄i := xi mod PL在OK/pK上线性无关. 我们断言这些xi一

定K线性无关. 事实上,假设存在K中不全为0的元素a1, a2, · · · , am使得

a1x1 + a2x2 + · · ·+ amxm = 0.

设

|ar| = max{|ai| : 1 ≤ i ≤ m} > 0.

则由上式,存在b1, · · · , br−1, br+1, · · · , bm ∈ OK使得

b1x1 + · · ·+ br−1xr−1 + xr + br+1xr+1 + · · ·+ bmxm = 0.

上式两边模PL得到这些x̄i在OK/pK上线性相关. 这显然矛盾. 由上面的讨

论,我们得到f(ω|ν) <∞.
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设

π1, · · · , πe ∈ L×

使得这些ω(πi)为ω(L
×)/ν(K×)的一个代表元系. 设

x1, x2, · · · , xf ∈ OL

使得这些x̄j恰好为OL/PL的一组OK/pK-基.

(i)下面来证明第一个不等式.为此仅需说明这些πixj(1 ≤ i ≤ e, 1 ≤ j ≤

f)在K上线性无关. 假设存在不全为的aij ∈ K (1 ≤ i ≤ e, 1 ≤ j ≤ f)使得∑
1≤i≤e

∑
1≤j≤f

aijπixj =
∑

1≤i≤e

ciπi = 0,

其中

ci =
∑

1≤j≤f

aijxj .

由一开始的讨论,这些xj在K上线性无关. 因此,当aij不全为0时,这些ci也不

全为0. 并且,当cs ̸= 0时,设

|asr| = max{|asj | : 1 ≤ j ≤ f} > 0.

因为这些x̄j为恰好为OL/PL的一组OK/pK-基,我们得到∑
1≤j≤f

asj
asr

xj ̸≡ 0 (mod PL),

即 ∑
1≤j≤f

asj
asr

xj ∈ O×L .

由此,

ω(cs) = ω (asr) · ω

( ∑
1≤j≤f

asj
asr

xj

)
= ν(asr) ∈ ν(K×).

另一方面,因为 ∑
1≤i≤e

ciπi = 0

并且这些ci不全为0,由命题7.2,存在1 ≤ s1 < s2 ≤ e使得cs1cs2 ̸= 0并且

ω(cs1πs1) = ω(cs2πs2).
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由上面的讨论,我们得到

ω(πs1)− ω(πs2) = ω (cs1/cs2) ∈ ν(K×).

这与这些πi的定义矛盾. 因此, πixj(1 ≤ i ≤ e, 1 ≤ j ≤ f)在K上线性无关. 这

说明

[L : K] ≥ e(ω|ν) · f(ω|ν).

(ii)下面假设(K, ν)是完备的赋值域且L/K为域的有限可分扩张.为了方

便,不妨设此时ν为K上的正则离散赋值并且[L : K] = n. 由定理7.11,对任意

的x ∈ L,

ω(x) =
1

n
· ν
(
NL/K(x)

)
∈ 1

n
Z.

由此以及Z = ν(K×) ⊆ ω(L×),我们得到ω(L×)是 1
n
Z的秩为1的子Z模. 这说

明ω是一个离散赋值. 因此,设πL为OL的素元.则容易验证

ω(L×) = {ω(πL)r : r ∈ Z}.

设

π0
L, π

1
L, · · · , πe−1L

使得这些ω(πiL)为ω(L
×)/ν(K×)的一个代表元系. 注意此时

ω(πL) =
1

e
.

设

x1, x2, · · · , xf ∈ OL

使得这些x̄j为OL/PL的一组OK/pK-基. 由(i)的证明, 这些πiLxj在K上线性

无关. 下面来说明这些πiLxj恰好为OL关于OK的一组整基. 设πK为OK的素

元,

M :=
e−1∑
i=0

f∑
j=1

OKπ
i
Lxj = OL,

以及

N :=
∑

1≤j≤f

OKxj .

则

M = N + πLN + · · ·+ πe−1L N.
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因为这些x̄j为恰好为OL/PL的一组OK/pK-基,我们得到

OL = N + πLOL.

重复利用这个式子,我们得到

OL = N + πLOL = N + πLN + π2
LOL

= · · ·

= N + πLN + π2
LN + · · ·+ πe−1L N + πeLOL

=M + πKOL,

其中最后一个等式成立是因为

πeL ∈ πK · O×L .

由注记7.7,赋值环OL恰好为OK在L中的整闭包. 因为OK为离散赋值环

且L/K为有限可分扩张, 由定理1.2, 我们知道OL是有限生成OK模. 由上面

的讨论以及引理4.1(中山引理),

M + πKOL = OL ⇒M = OL.

因此,当(K, ν)为完备的离散赋值域并且L/K为域的有限可分扩张时,

[L : K] = e(ω|ν) · f(ω|ν).

综上,我们完成了证明.

注记 7.8. 在上述证明中, 我们得到了一个很有用的结论: 设(K, ν)为完备的

离散赋值域并且L/K为域的有限可分扩张, πL为OL的素元, x1, x2, · · · , xf ∈

OL使得这些x̄j为OL/PL的一组OK/pK-基. 则此时这些

πiLxj (0 ≤ i ≤ e− 1, 1 ≤ j ≤ f)

恰好为OL关于OK的一组整基.

设(K, | · |v)为一个赋值域(阿基米德或者非阿基米德均可), L/K为域的

有限扩张. 我们下面揭示如何将| · |v延拓为L上的赋值. 为此, 首先介绍下面

的引理.
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引理 7.2. 设(K, |·|K)为完备的赋值域,L/K为域的有限扩张, |·|L为|·|K在L上

唯一的延拓.设(M, | · |M )为赋值域, φ : L → M为域嵌入. 如果φ|K是拓扑嵌

入,则φ本身也是拓扑嵌入.

注记 7.9. 下图可以清晰地说明该引理表达的内容.

K

L M

φ|K topological

φ

⇒ φ : L ↪→
topological

M.

证明: 因为φ|K是拓扑嵌入, (K, | · |M ◦ φ|K)是完备的. 因为| · |M ◦ φ显然

是| · |M ◦ φ|K在L上的延拓,由定理7.11,赋值域(L, | · |M ◦ φ)是完备的.由命

题7.10,容易验证

(L, | · |L) ∼=
topological

(K, | · |K)× · · · × (K, | · |K)

∼=
topological

(K, | · |M ◦ φ|K)× · · · × (K, | · |M ◦ φ|K)

∼=
topological

(L, | · |M ◦ φ) .

这说明φ本身是拓扑嵌入.

综上,我们完成了证明.

下面介绍如何将| · |v延拓为L上的赋值. 设(Kv, | · |v∗)为(K, | · |v)的一个

完备化,其中| · |v∗ |K = | · |v. 考虑代数扩张Kalg
v /Kv. 由定理7.11,赋值| · |v∗可

以唯一地延拓为Kalg
v 上的赋值| · |v̄. 对任意的τ ∈ HomK(L,K

alg
v ), 显然赋

值| · |v̄ ◦ τ为| · |v在L上的一个延拓.

下面的定理说明| · |v在L上的任何一个延拓都是通过这种方式得到的.

定理 7.12. 记号如上. 则下列结论成立.

(i)对| · |v在L上的任意延拓| · |w,存在τ ∈ HomK(L,K
alg
v )使得

| · |w = | · |v̄ ◦ τ.

(ii)对任意的τ1, τ2 ∈ HomK(L,K
alg
v ),我们有

| · |v̄ ◦ τ1 = | · |v̄ ◦ τ2 ⇔存在σ ∈ HomKv

(
Kalg
v ,Kalg

v

)
使得τ2 = σ ◦ τ1.
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证明: (i) 设(Lw, | · |w∗)为(L, | · |w)的一个完备化且| · |w∗ |L = | · |w. 此

时K在(Lw, | · |w∗)的闭包显然也为(K, | · |v)的一个完备化. 由推论7.1,我们可

以将Kv等同于K在(Lw, | · |w∗)的闭包. 则对任意的τ̃ ∈ HomKv
(Lw,K

alg
v ),我

们有下面的交换图

Kv

Lw Kalg
v

τ̃ |Kv=id

τ̃

则由引理7.2,我们得到τ̃是拓扑嵌入. 因此,赋值| · |w∗与| · |v̄ ◦ τ̃等价. 又因为它

们在Kv上的限制为相同的非平凡赋值,我们有| · |w∗ = | · |v̄ ◦ τ̃ . 令τ = τ̃ |L ∈

HomK(L,K
alg
v ). 则有

| · |w = | · |w∗ |L = | · |v̄ ◦ τ.

因此, (i)成立.

(ii) "⇐". 假设存在σ ∈ HomKv

(
Kalg
v ,Kalg

v

)
使得τ2 = σ ◦ τ1. 因为| · |v̄ ◦

σ与| · |v̄均为| · |v∗在Kalg
v 的延拓,由定理7.11,我们有

| · |v̄ ◦ σ = | · |v̄.

因此对任意的x ∈ L,

|τ2(x)|v̄ = |σ ◦ τ1(x)|v̄ = |τ1(x)|v̄,

即

| · |v̄ ◦ τ1 = | · |v̄ ◦ τ2.

"⇒". 假设| · |v̄ ◦ τ1 = | · |v̄ ◦ τ2. 则显然有

(τ1(L), | · |v̄)
τ2◦τ−1

1−−−−−−→
topological

(τ2(L), | · |v̄) .

此时仅需将τ2 ◦ τ−11 延拓为HomKv

(
Kalg
v ,Kalg

v

)
上的一个元素σ即可.

综上,我们完成了证明.

当L/K为单扩张, 即存在α ∈ L使得L = K(α)时, 我们来介绍如何利用

定理7.12来得到赋值| · |v在L上的全部延拓(这是我们后面最常遇到的情形).

设pα(t)为α在K上的极小多项式. 设pα(t)在Kv[t]的分解为

pα(t) = f1(t)
e1f2(t)

e2 · · · fr(t)er ,
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其中这些fi(t)为Kv[t]上两两不同的首一不可约多项式并且这些ei ∈ Z+. 对

任意的1 ≤ i ≤ r, 设αi ∈ Kalg
v 为fi(t)的一个零点. 则由定理7.12, 赋值| ·

|v在L上的延拓完全取决于τ ∈ HomK(L,K
alg
v ). 因此| · |v在L上的延拓完全

取决于τ(α). 再利用定理7.12, 我们得到τ1, τ2 ∈ HomK(L,K
alg
v )决定同一个

延拓当且仅当τ1(α)与τ2(α)均是某个不可约因式fi(t)的零点. 由上面的讨论,

| · |v恰好有r种方式延拓为L上的赋值. 此时,如果设| · |wi
是由τ(α) = αi确定

的延拓,则

Lwi
∼=

topological
Kv(αi).

下面的定理及其推论会揭示"整体与局部"之间的联系. 为了方便, 对

于L上的赋值| · |w,记号w | v表示| · |w在K上的限制为| · |v.

定理 7.13. 设L/K为域的有限可分扩张, | · |v为K上一个非平凡赋值. 则有域

同构

L⊗K Kv
∼=
⊕
w|v

Lw.

证明: 因为L/K为有限可分扩张,存在α ∈ L使得L = K(α).设pα(t)为α在K上

的极小多项式. 设pα(t)在Kv[t]的分解为

pα(t) = f1(t)f2(t) · · · fr(t),

其中这些fi(t)为Kv[t]上两两不同的首一不可约多项式. 对任意的1 ≤ i ≤ r,

设αi ∈ Kalg
v 为fi(t)的一个零点. 因为L ∼= K[t]/pα(t)K[t],我们有正合列

0 → pα(t)K[t] → K[t] → L→ 0.

注意到⊗K为右正合函子,我们有正合列

pα(t)K[t]⊗K Kv → K[t]⊗K Kv → L⊗K Kv → 0.
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由此以及上面的讨论,

L⊗K Kv
∼= (K[t]⊗K Kv)/(pα(t)K[t]⊗K Kv)

∼= Kv[t]/pα(t)Kv[t]

∼=
⊕

1≤i≤r

Kv[t]/fi(t)Kv[t]

∼=
⊕

1≤i≤r

Kv(αi)

∼=
⊕
w|v

Lw.

综上,我们完成了证明.

由该定理,我们容易得到如下推论.

推论 7.3. 设L/K为域的有限可分扩张, | · |v为K上一个非平凡赋值. 则下列

结论成立.

(i) [L : K] =
∑

w|v[Lw : Kv].

(ii)对任意的x ∈ L,我们有

NL/K(x) =
∏
w|v

NLw/Kv
(x),

以及

TrL/K(x) =
∑
w|v

TrLw/Kv
(x).

(iii)如果| · |v对应的指数赋值ν是离散赋值,则

[L : K] =
∑
w|v

e(w|v) · f(w|v).

证明: (i)由定理7.13,

L⊗K Kv
∼=
⊕
w|v

Lw.

注意到两边均为Kv上的向量空间,我们得到

[L : K] = [L⊗K Kv : Kv] =
∑
w|v

[Lw : Kv].

(ii)设y1, · · · , yn为L的一组K基.则y1⊗K1, · · · , yn⊗K1恰好为L⊗KKv的

一组Kv基. 因此,对任意的x ∈ L,显然有

NL/K(x) = NL⊗KKv/Kv
(x).
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另一方面,对任意的w|v,设x(w)
1 , · · · , x(w)

nw为Lw的一组Kv基. 由同构

L⊗K Kv
∼=
⊕
w|v

Lw,

将这些基合起来就得到了L⊗K Kv的一组Kv基. 因此,

NL⊗KKv/Kv
(x) =

∏
w|v

NLw/Kv
(x).

将上面的讨论结合起来,我们得到

NL/K(x) =
∏
w|v

NLw/Kv
(x).

同理,我们也可以证明迹函数也满足这种类似的性质.

(iii) 假设| · |v对应的指数赋值ν是离散赋值. 则由注记7.5, 我们不妨

设(K, ν)的完备化Kv上的指数赋值依旧为ν, (L, ω)的完备化Lw上的指数赋

值依旧为ω,其中ω为| · |w对应的指数赋值. 将命题7.11与(i)结合起来,我们得

到

[L : K] =
∑
w|v

[Lw : Kv] =
∑
w|v

e(w|v) · f(w|v).

综上,我们完成了证明.

现在我们来介绍代数数域上的Ostrowski定理.

定理 7.14. 设K为代数数域.则K上非阿基米德赋值的等价类与OK的非零素

理想p一一对应.设ρ1, · · · , ρr恰好为K → C的全部实嵌入, τ1, τ1, · · · , τs, τ s恰

好为K → C的全部非实嵌入. 则K上阿基米德赋值的等价类与

ρ1, · · · , ρr, τ1, τ2, · · · , τs

一一对应.

证明: 我们首先说明K上任意的非平凡赋值| · |在Q上的限制均为非平凡赋

值. 事实上,取x ∈ K使得|x| < 1. 设x在Q上的极小多项式为

px(t) = tn + an−1t
n−1 + · · ·+ a1t+ a0

(注意此时a0 ̸= 0). 如果| · |在Q上的限制为平凡赋值,则由命题7.2,

0 = |0| = |xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0| = |a0| = 1,
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这显然矛盾. 因此, K上任意的非平凡赋值| · |在Q上的限制均为非平凡赋值.

(i) 我们先考虑非阿基米德的情形. 设| · |为K上一个非阿基米德赋值,

ω为其对应的指数赋值. 则由上面的讨论, | · |在Q上的限制为Q上的非阿基米

德赋值. 由定理7.2,存在有理素数p使得ω|Q与p-adic指数赋值ordp等价. 由注

记7.3(iii),不妨设ω|Q = ordp. 设

pOK = pe11 pe22 · · · perr ,

其中这些pi为OK上两两不同的素理想并且这些ei ∈ Z+. 此时,对任意的1 ≤

i ≤ r,离散赋值

ωi :=
1

ei
ordpi

均为ordp在K上的延拓.并且e(ωi|ordp) = ei = e(pi|p),

f(ωi|ordp) = [(OK)p/p(OK)p : Fp] = [OK/p : Fp] = f(pi|p).

由定理4.3,我们得到
r∑
i=1

e(ωi|ordp) · f(ωi|ordp) =
r∑
i=1

e(pi|p) · f(pi|p) = [L : K]. (7.7)

另一方面,由推论7.3(iii),∑
ω|ordp

e(ω|ordp) · f(ω|ordp) = [L : K]. (7.8)

将(7.7)与(7.8)结合起来, 我们发现这些ωi(1 ≤ i ≤ r)恰好就是ordp在K上的

全部延拓.这说明此时ω一定等于某个ωi. 因此, K上非阿基米德赋值的等价

类与OK的非零素理想p一一对应.

(ii) 我们再考虑阿基米德的情形. 设| · |为K上一个阿基米德赋值. 类似

于(i)的证明,由定理7.2,赋值| · |在Q上的限制与| · |∞等价. 由命题7.1,存在实

数s > 0使得| · |在Q上的限制等于| · |s∞. 也就是说, | · |是| · |s∞在K中的一个

延拓.另一方面,由定理7.12, | · |s∞在K中的延拓完全由τ ∈ HomQ(K,C)所确

定(注意此时(Q, | · |s∞)的完备化为R),并且τ1, τ2 ∈ HomQ(K,C)所确定的延拓

相同当且仅当τ1 = τ2. 由上面的讨论, | · |所在的等价类完全由两两不共轭的

嵌入ρ1, · · · , ρr, τ1, τ2, · · · , τs所确定.因此, K上阿基米德赋值的等价类与

ρ1, · · · , ρr, τ1, τ2, · · · , τs

一一对应.

综上,我们完成了证明.

113

Copyright©Hai-Liang Wu 2024



7 赋值域 7.5 赋值的延拓

注记 7.10. 设

pOK = pe11 pe22 · · · perr ,

其中这些pi为OK上两两不同的素理想并且这些ei ∈ Z+. 在证明的过程中,我

们发现这些离散赋值

ωi :=
1

ei
ordpi

恰好就是Q上p-adic指数赋值ordp在K上的全部延拓.并且此时, e(ωi|ordp) =

e(pi|p), f(ωi|ordp) = f(pi|p).

为了更好地理解上述结果, 作为本节的结束, 我们来讨论一个具体的例

子.考虑实二次域K = Q(
√
5)上的赋值等价类.

首先, HomQ(K,C)中有且仅有两个嵌入a+b
√
5 7→ a+b

√
5与a+b

√
5 7→

a− b
√
5. 因此, Q上的绝对值赋值| · |∞在K上仅有两个延拓:

|a+ b
√
5|1 = |a+ b

√
5|∞, |a+ b

√
5|2 = |a− b

√
5|∞,

其中| · |∞为R上的绝对值赋值.

再看Q上p-adic赋值| · |p在K上的延拓.由定理7.14, 赋值| · |p在K上的延

拓取决于p在OK上的素理想分解. 下面分几种情况考虑.

情况 1. p > 2且( 5
p
) = 1. 此时,由定理4.5,

pOK = p1p2,

其中p1, p2为OK的不同素理想. 因此, | · |p在K恰好有两个延拓. 再利用定

理7.12,不妨设延拓| · |i是由τi ∈ HomQ(K,Qalg
p )确定的,其中 τ1 = id, τ2(a +

b
√
5) = a− b

√
5. 由定理7.5并注意到此时

√
5 ∈ Qp(定理7.10或者推论7.3),我

们得到

|a+ b
√
5|1 =

∣∣∣NQp(
√
5)/Qp

(a+ b
√
5)
∣∣∣ 1
[Qp(

√
5):Qp]

= |a+ b
√
5|p,

以及

|a+ b
√
5|2 =

∣∣∣NQp(
√
5)/Qp

(a− b
√
5)
∣∣∣ 1
[Qp(

√
5):Qp]

= |a− b
√
5|p,

其中| · |p为Qp上的p-adic赋值.

情况 2. p > 2且( 5
p
) = −1. 此时, 由定理4.5, 理想pOK = p为OK上的

素理想. 因此, | · |p在K有且仅有一个延拓| · |1. 再由定理7.12, 延拓| · |1是
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由id ∈ HomQ(K,Qalg
p )确定的. 由定理7.5并且注意到[Qp(

√
5) : Qp] = 2(推

论7.3),我们得到

|a+ b
√
5|1 =

∣∣∣NQp(
√
5)/Qp

(a+ b
√
5)
∣∣∣ 1
[Qp(

√
5):Qp]

= |a2 − 5b2|1/2p ,

其中| · |p为Qp上的p-adic赋值.

情况 3. p ∈ {2, 5}. 此时,由定理4.5,

pOK = p2,

其中p为OK的素理想. 因此, | · |p在K有且仅有一个延拓| · |1. 再由定理7.12,延

拓| · |1是由id ∈ HomQ(K,Qalg
p )确定的.由定理7.5并且注意到[Qp(

√
5) : Qp] =

2(推论7.3),我们得到

|a+ b
√
5|1 =

∣∣∣NQp(
√
5)/Qp

(a+ b
√
5)
∣∣∣ 1
[Qp(

√
5):Qp]

= |a2 − 5b2|1/2p ,

其中| · |p为Qp上的p-adic赋值.

7.6 局部域

这一节我们将利用前面介绍的理论来研究一类非常重要的赋值域:局部

域.我们先介绍本节的记号. 设(K, ν)为一个非阿基米德赋值域, OK为其赋值

环, pK为OK的极大理想, κ = OK/pK为OK的剩余类域.

定义 7.13. 设(K, ν)为一个非阿基米德赋值域.如果(K, ν)是完备的离散赋值

域并且其赋值环的剩余类域κ为有限域,则称(K, ν)为一个局部域.

注记 7.11. (i)此时设q = |κ|. 则称赋值

|x|pK
:=

(
1

q

)ordpK
(x)

为正则的pK-adic赋值.

(ii)由定理7.8,我们有

OK
∼=

topological
lim←−
n∈Z+

OK/p
n
K .

注意到此时对任意的n ∈ Z+,商空间OK/p
n
K为离散空间且

|OK/p
n
K | = |OK/pK |n <∞.

这说明 OK/p
n
K为紧空间. 由此与定理7.7,赋值环OK为紧空间.
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局部域上非零元构成的乘法群的代数结构是简单的.

定理 7.15. 设(K, ν)为局部域, π为OK的素元, |κ| = q. 则

K× ∼= ⟨π⟩ × Uq−1(K)× U (1),

其中

Uq−1(K) = {x ∈ K : xq−1 = 1},

并且U (1) = 1 + pK .

证明: 我们知道K×中任意的非零元x可以唯一表示为πordpK
(x) · ε, 其中ε ∈

O×K . 因此,下面仅需证明

O×K ∼= Uq−1(K)× U (1).

因为κ = Fq,由定理7.9,多项式tq−1 − 1在OK [t]上完全分裂.因此

|Uq−1(K)| = q − 1.

也就是说, Kalg中的所有q − 1次单位根都落在K中. 类似于定理4.10的证明,

容易说明

Uq−1(K) ∼=
f
(OK/pK)

×
= F×q ,

其中f(x) = x mod pK . 由此以及命题7.7,我们得到同构

O×K/U (1) ∼= (OK/pK)
× ∼= Uq−1(K).

因此,

O×K = Uq−1(K)× U (1).

综上,我们完成了证明.

下面的定理说明,在拓扑同构的意义下,局部域本质上仅有两类.

定理 7.16. 在拓扑同构的意义下, 局部域(K, ν)本质上仅有两类. 一类为p-

adic数域Qp的有限扩张,另一类为形式洛朗级数域Fp((t))的有限扩张.

证明: 首先说明Qp以及Fp((t))均为局部域. 前者显然为局部域. 我们主要考

虑Fp((t)). 考虑函数域Fp(t)在t-adic赋值下的完备化. Fp(t)在t-adic赋值下的
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赋值环恰好为Fp[t]在t处的局部化, 并且剩余类域恰好为Fp. 由此与定理7.6,

函数域Fp(t)在t-adic赋值下的完备化

F̂p(t) = Fp((t)),

并且由命题7.8, 此时Fp((t))赋值环的剩余类域也为Fp. 因此, Fp((t))为局部

域.再由定理7.5以及命题7.11,局部域Qp以及Fp((t))的有限扩张仍为局部域.

下面我们来说明,局部域在拓扑同构的意义下,仅有上面两类.设(K, ν)为

局部域.分两种情况讨论.

情况 1. char(K) = 0. 此时设char(κ) = p. 由此ν(p) > 0. 这说明ν|Q为非

阿基米德赋值.由定理7.2以及此ν(p) > 0,赋值明ν|Q与p-adic指数赋值ordp等

价. 因此,在拓扑同构的意义下, Qp ⊆ K. 再由命题7.11,

[K : Q] = e(ν|ordp) · f(ν|ordp) <∞.

因此, K为Qp的有限扩张.

情况 2. char(K) = p > 0. 此时显然有char(κ) = p. 因为|κ| < ∞,不妨

设κ = Fq,其中q为素数p的正整数幂次. 设t为OK的素元.则由定理7.6,

K = Fq((t)).

下面说明t为Fq上的超越元. 假设t为Fq上的代数元. 则 Fq((t)) = Fq(t)为有

限域. 但是, 有限域上的赋值一定为平凡赋值, 这与ν为离散赋值矛盾. 因此,

K为形式洛朗级数域Fp((t))的有限扩张.

综上,我们完成了证明.

下面介绍局部域的非分歧扩张,其它类型的扩张将在讲义的第二部分(类

域论)详细介绍. 首先介绍一些记号. 设(K, νK)为局部域, L/K为有限扩张.

对L/K的任意中间域M , 设νM为νK在M上唯一的延拓, OM为νM在M上的

赋值环, pM为OM的极大理想, 剩余类域OM/pK记作λM . 特别地, 当M =

K时,将λK记为κ,当M = L时,将λL记作λ.

定义 7.14. 设(K, νK)为局部域, L/K为有限扩张. 如果

[L : K] = [λ : κ],

则称L/K为不分歧扩张.
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关于局部域的非分歧扩张,我们有下面一些简单的结果.我们将会看到,

这个结果的证明展示了Hensel引理第一形式(定理7.9)的使用技巧.

命题 7.12. 设(K, νK)为局部域, L/K为有限扩张, L1, L2均为L/K的中间域.

如果L1/K为非分歧扩张,则L1L2/L2也为非分歧扩张.

证明: 因为L1/K为分分歧扩张, [λL1
: κ] = [L1 : K] < ∞. 又因为κ为有限

域,我们得到λL1
/κ为有限可分扩张. 因此,存在α ∈ OL1

使得

λL1
= κ(ᾱ),

其中ᾱ = αmod pL1
∈ λL1

.设pα(t) ∈ OK [t]为α在K上的极小多项式, h̃ᾱ(t) ∈

κ[t]为ᾱ在κ上的极小多项式. 则

pα(t) ≡ 0 (mod h̃ᾱ(t)κ[t]),

其中pα(t) = pα(t) mod pK . 由定理7.9,多项式pα(t)在κ[t]中的不可约因子仅

有h̃ᾱ(t)(否则, pα(t)在OK [t]上可约). 因此,存在正整数m使得

pα(t) = h̃ᾱ(t)
m.

因为L1/K为分分歧扩张,由上面的讨论容易验证

deg
(
h̃ᾱ(t)

)
= [λL1

: κ] = [L1 : K] ≥ [K(α) : K]

= deg (pα(t))

= deg
(
pα(t)

)
= m · deg

(
h̃ᾱ(t)

)
.

这说明m = 1. 因此, [K(α) : K] = [L1 : K],即K(α) = L1.

由上面的讨论, L1L2 = L2(α). 下面来说明L2(α)/L2是非分歧扩张.

设gα(t) ∈ OL2
[t]为α在L2上的极小多项式. 则

pα[t] ≡ 0 (mod gα(t)OL2
[t]).

注意到pα(t) = h̃ᾱ(t),我们有

h̃ᾱ(t) ≡ 0 (mod gα(t)λL2
[t]),
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其中gα(t) = gα(t) mod pL2
. 因为κ为有限域, 我们得到κ上的不可约多项

式h̃ᾱ(t)在κ
alg中无重根. 再由上面的讨论, gα(t)在κalg中也无重根. 因此,由定

理7.9,多项式gα(t)为λL2
上的不可约多项式. 由上面的讨论与命题7.11,容易

验证

[λL1L2
: λL2

] ≥ [λL2
(ᾱ) : λL2

] = deg
(
gα(t)

)
= deg (gα(t))

= [L2(α) : L2]

= [L1L2 : L2]

≥ [λL1L2
: λL2

].

因此, [L1L2 : L2] = [λL1L2
: λL2

],即L1L2/L2为非分歧扩张.

综上,我们完成了证明.

利用这个结果,我们容易得到下面的推论.

推论 7.4. 设(K, νK)为局部域, L/K为有限扩张, L1, L2均为L/K的中间域.则

下列结论成立.

(i) 如果L/K为非分歧扩张, 则对L/K的任意中间域M , M/K也为非分

歧扩张.

(ii)如果L1/K,L2/K均为非分歧扩张,则L1L2/K也为非分歧扩张.

7.7 p-adic分圆域

作为本章的结束,我们简单介绍一下p-adic分圆域.我们将在讲义的第二

部分(类域论)详细地研究它.

定理 7.17. 设K为局部域, 剩余类域κ = Fq, 其中q为素数p的正整数幂次.

对任意的n ∈ Z+满足gcd(n, p) = 1, 设ζn ∈ Kalg为一个本原n次单位根,

L = K(ζn), OL为其赋值环(由注记7.7, OL也是OK在L上的整闭包). 则下列

结论成立.

(i) L/K为非分歧扩张且

[L : K] = min{r ∈ Z+ : qr ≡ 1 (mod nZ)}.

(ii) Gal(L/K) ∼= Gal(λL/κ).

(iii) OL = OK [ζn].
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7 赋值域 7.7 p-adic分圆域

证明: (i) 设pn(t) ∈ OK [t]为ζn在K上的极小多项式, pn(t) = pn(t) mod pK .

因为

tn − 1 ≡ 0 (mod pn(t)OK [t]),

我们有

tn − 1 ≡ 0 (mod pn(t)κ[t]).

因为gcd(n, p) = 1,多项式tn− 1在κ中无重根. 因此上式说明 pn(t)在κ中也无

重根. 再由定理7.9,多项式pn(t)在κ上不可约. 由此以及命题7.11,

[λL : κ] ≥ [κ(ζn)] = deg(pn(t))

= deg(pn(t))

= [L : K]

≥ [λL : κ],

其中ζn = ζn mod pL. 这说明[L : K] = [λL : κ],即L/K为非分歧扩张. 下面

考虑扩张次数. 因为gcd(n, p) = 1,类似于定理4.10的证明,我们有

Un(K
alg) ∼= Un(Falg

q ) = Un(κ
alg).

因此,

[λL : κ] = [κ(ζn) : κ] = [Fq(Un(Falg
q )) : Fq] = min{r ∈ Z+ : qr ≡ 1 (mod nZ)}.

这得到[L : K] = [λL : κ] = min{r ∈ Z+ : qr ≡ 1 (mod nZ)}.

(ii)因为K与L均为局部域,我们得到pL在K上的分解群

GpL
= Gal(L/K).

另一方面, 设pKOL = peL. 则 1
e
· ordpL

显然为指数赋值ordpK
在L上的唯一延

拓. 此时素理想的分歧指数e = e(pL|pK)恰好等于赋值之间的分歧指数. 因

为L/K为非分歧扩张,我们得到e = 1. 因此,由上面的讨论以及注记5.3(ii),

Gal(L/K) = GpL
∼= Gal(λL/κ).

(iii) 首先由注记7.7, 赋值ordpL
在L上的赋值环OL恰好为OK在L上的整

闭包. 因为L/K为非分歧扩张且κ(ζn) = λL,由注记7.8,我们知道

1, ζn, · · · , ζ [λL:κ]−1
n
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7 赋值域 7.7 p-adic分圆域

恰好为OL关于OK的一组整基. 因此, OL = OK [ζn].

综上,我们完成了证明.

注记 7.12. 在(ii)的证明中, 我们发现这里的理论与第五章的内容有联系. 下

面来研究这种联系.

回顾一下第五章的记号. 设A为Dedekind环, frac(A) = K, L/K为有

限Galois扩张, B为A在L中的整闭包. 对A的任意非零素理想p, 设P为B上

一个包含p的素理想, GP为P在K上的分解群, LP为L在P-adic赋值下的完备

化, Kp为K在p-adic赋值下的完备化. 在拓扑同构的意义下, 我们认为Kp ⊆

LP. 并且,此时容易验证LP/Kp也为有限Galois扩张.

我们首先需要下面这个深刻的引理.

引理 7.3. 记号如上. 则

GP = {σ ∈ Gal(L/K) : σ为(L, | · |P) → (L, | · |P)的连续映射} .

证明: 先证明左边包含于右边. 对任意的σ ∈ GP以及任意的n ∈ Z+,显然有

x ≡ 0 (mod Pn) ⇒ σ(x) ≡ 0 (mod Pn).

这说明σ在0处连续. 又因为(L, | · |P)为拓扑域, σ为(L, | · |P) → (L, | · |P)的连

续映射. 因此,左边包含于右边.

再证明右边包含于左边. 对任意的σ ∈ Gal(L/K)使得σ为(L, | · |P) →

(L, | · |P)的连续映射. 对任意的x ∈ P(即|x|P < 1),当正整数N充分大时,容

易验证

|xN |P充分小⇒ |σ(xN )|P < 1 ⇒ |σ(x)|NP < 1 ⇒ |σ(x)|P < 1 ⇒ σ(x) ∈ P.

这说明σ(P) = P,即σ ∈ GP. 因此,右边包含于左边.

综上,我们完成了证明.

下面的定理可以让我们对分解群GP有更深刻的理解.

定理 7.18. 记号如上. 则GP
∼= Gal(LP/Kp).

证明: 对任意的σ ∈ GP, 因为L在LP中稠密且σ在(L| · |P)上连续(引理7.3),

可以将σ唯一延拓为Gal(LP/Kp)中的自同构σ̂. 并且,容易验证σ 7→ σ̂是一个

单的群同态.
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7 赋值域 7.7 p-adic分圆域

下面来证明上述群同态为满同态. 对任意的τ ∈ Gal(LP/Kp),考虑下面

的交换图

Kp

LP LP

τ |Kp=id topological

τ

由引理7.2,我们得到τ为LP → LP的拓扑同构.因此,对任意的x ∈ P(即|x|P <

1),我们有|τ(x)|P < 1. 这说明τ |L ∈ GP. 此时显然有

τ̂ |L = τ.

因此,证σ 7→ σ̂是满同态.

综上, σ 7→ σ̂是群同构.这完成了证明.

回到p-adic分圆域.定理7.17考虑了非分歧的局部分圆域.我们下面来考

虑完全分歧的p-adic分圆域.

定理 7.19. 设p为素数, m ∈ Z+, ζpm ∈ Qalg
p 为一个本原p

m次单位根. 则下列

结论成立.

(i) Qp(ζpm)/Qp为完全分歧扩张并且

[Qp(ζpm) : Qp] = φ(pm).

(ii) Gal (Qp(ζpm)/Qp) ∼= (Z/pmZ)×.

(iii) Zp在Qp(ζpm)中的整闭包为Zp[ζpm ].

(iv) (1− ζpm)为Zp[ζpm ]上的素元.

证明: 设L = Qp(ζpm), 记号ordp表示Qp上的指数p-adic赋值在Qp(ζpm)上的

延拓, OL为ordp在L上的赋值环(由注记7.7, OL也是Zp在L上的整闭包).

(i)与(ii) 由定理4.10, 素数p在Z[ζpm ]上完全分歧. 因此, 由定理7.14(数域

上的Ostrowski定理)以及注记7.10,赋值ordp在Q(ζpm)恰好仅有一种延拓并且

此时局部域的扩张为完全分歧扩张,即

pOL = p[L:Qp] = pφ(p
m),

其中p为OL上素理想.

由推论4.1与推论7.3,

φ(pm) = [Q(ζpm) : Q] = [Qp(ζpm) : Qp].
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7 赋值域 7.7 p-adic分圆域

这不仅说明了[Qp(ζpm) : Qp] = φ(pm),还说明了分圆多项式

Φpm(t) =
∏

r∈(Z/pmZ)×

(
t− ζrpm

)
=

tp
m − 1

tpm−1 − 1

= tp
m−1(p−1) + tp

m−1(p−2) + · · ·+ tp
m−1

+ 1

是Qp上的不可约多项式. 因此,

Gal (Qp(ζpm)/Qp) ∼= (Z/pmZ)× .

(iii)与(iv)注意到

p = Φpm(1) =
∏

r∈(Z/pmZ)×

(
1− ζrpm

)
= NQp(ζpm )/Qp

(1− ζpm) .

注意此时

ordp =
1

φ(pm)
ordp.

由上面的讨论与定理7.5,

1

φ(pm)
ordp (1− ζpm) = ordp (1− ζpm)

=
1

φ(pm)
ordp

(
NQp(ζpm )/Qp

(1− ζpm)
)

=
1

φ(pm)
ordp(p)

=
1

φ(pm)
.

这说明ordp (1− ζpm) = 1,即1− ζpm为OL上的素元.则由注记7.8,我们得到

OL = Zp[1− ζpm ] = Zp[ζpm ].

综上,我们完成了证明.

把定理7.17与定理7.19结合起来,我们可以得到下面的定理.

定理 7.20. 设p为素数, n ∈ Z≥2且n = n′ · pordp(n). 设ζn, ζn′ , ζpordp(n) ∈ Qalg
p 分

别为本原n次单位根,本原n′次单位根以及本原pordp(n)次单位根. 则下列结论

成立.

(i) Qp(ζn) = Qp(ζn′ , ζpordp(n))并且Qp(ζn′) ∩Qp(ζpordp(n)) = Qp.
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(ii)关于Galois群,我们有

Gal (Qp(ζn)/Qp) ∼= Gal (Qp(ζn′)/Qp)×Gal
(
Qp(ζpordp(n))/Qp

)
.

(iii) Zp在Qp(ζn)上整闭包恰好为Zp[ζn].

证明: (i) Qp(ζn′ , ζpordp(n)) ⊆ Qp(ζn)是显然的. 反过来, 由引理4.3, 分圆域

Qp(ζn′ , ζpordp(n))中存在本原n次单位根. 这说明Qp(ζn) ⊆ Qp(ζn′ , ζpordp(n)). 结

合上面的讨论, Qp(ζn) = Qp(ζn′ , ζpordp(n)). 由定理7.17, 素数p在Qp(ζn′)上不

分歧.由定理7.19, p在Qp(ζpordp(n))上完全分歧.因此, Qp(ζn′)∩Qp(ζpordp(n)) =

Qp.

(ii)因为Qp(ζn′) ∩Qp(ζpordp(n)) = Qp,由Galois定理, (ii)显然成立.

(iii) 设K = Qp(ζpordp(n)). 由定理7.19, OK = Zp[ζpordp(n) ]. 由(i), 我们

有Qp(ζn) = K(ζn′). 再利用定理7.17, OK在Qp(ζn)上的整闭包为

OK [ζn′ ] = Zp[ζn′ , ζpordp(n) ] = Zp[ζn].

由注记7.7,我们知道OK在Qp(ζn)上的整闭包恰好是Qp(ζn)的赋值环. 再利用

注记7.7, Qp(ζn)的赋值环恰好就是Zp在Qp(ζn)上的整闭包. 因此, (iii)成立.

综上,我们完成了证明.
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8 微分与判别式

8.1 微分

我们将利用前面介绍的局部域理论来研究一般Dedekind环的微分与判

别式.

除非特别说明, 本章中我们设OK为Dedekind环, frac(OK) = K, L/K为

域的有限可分扩张. 对于L/K的任意中间域M ,记号OM表示OK在M上的整

闭包. 对OL的任意非零素理想P,总假定剩余类域扩张(OL/P)/(OK/p)为有

限可分扩张,其中p = P ∩ OK .

L在P-adic赋值下的完备化记作LP, 其赋值环记作ÔP. K在p-adic赋值

下的完备化记作Kp, 其赋值环记作Ôp. 为了方便, 在拓扑同构的意义下,

设Kp ⊆ LP.

我们首先给出如下定义.

定义 8.1. 设I ∈ J(OL)为OL的分式理想. 定义I的对偶OL模为

I∗ :=
{
x ∈ L : TrL/K(xI) ⊆ OK

}
.

显然I∗ ⊆ L为OL模. 并且,因为I ∈ J(OL),存在t ̸= OL \ {0}使得tI ⊆

OL. 注意到

TrL/K(tI) ⊆ TrL/K(OL) ⊆ OK ,

我们有I∗ ⊆ L为非零OL模. 更进一步,下面的结论成立.

命题 8.1. 记号如上. I∗为OL的分式理想.

证明: 首先,我们断言I ∩ OK ̸= {0}. 事实上,因为I ∈ J(OL),由注记2.2,存

在c ∈ OL \ {0}使得cI ⊆ OL. 容易验证对任意的x ∈ cI \ {0},

NL/K(x) ∈ (cI ∩ OK) \ {0} ⊆ (I ∩ OK) \ {0}.

因此,上述断言成立.

设b1, b2, · · · , bn ∈ OL为L/K的一组基, d = d(b1, b2, · · · , bn) ̸= 0. 对任意

的x ∈ I∗,设

x = x1b1 + x2b2 + · · ·+ xnbn,
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其中x1, x2, · · · , xn ∈ K. 固定一个a ∈ (I ∩OK) \ {0}. 对任意的1 ≤ i ≤ n,在

上式两边同时乘以abi,我们得到

axbi =
n∑
j=1

axjbibj .

因此我们得到线性方程组

TrL/K(axbi) =
n∑
j=1

axjTrL/K(bibj), (1 ≤ i ≤ n).

注意到

TrL/K(axbi) ∈ TrL/K(xI) ⊆ OK ,

由Cramer法则,对任意的1 ≤ j ≤ n,

axj ∈
1

d
OK .

因此

adx =
n∑
j=1

adxjbj ∈ OL,

即adI∗ ⊆ OL. 由注记2.2以及I∗ ⊆ L为非零OL模,上式说明I∗为OL的分式理

想.

综上,我们完成了证明.

下面我们给出微分的定义.

定义 8.2. 记号如上. 令

COL/OK
:= O∗L =

{
x ∈ L : TrL/K(xOL) ⊆ OK

}
.

我们称

DOL/OK
:= C−1OL/OK

为OL关于OK的微分.

注记 8.1. 因为OL ⊆ COL/OK
,微分DOL/OK

⊆ OL是OL的整理想.

为了介绍微分的性质,我们首先需要下面这个非常有用的引理.

引理 8.1. 设A为Dedekind环, frac(A) = K.对A的非零素理想p,设Kp为K在p-

adic赋值下的完备化, Âp为其赋值环. 则A的任意分式理想a在Kp中的闭包恰

好为aÂp.
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证明: 设A在p处的局部化为Ap. 由定理3.2, Ap是离散赋值环. 设π为Ap的一

个素元.则由定理7.6,元素π也为Âp的素元,即

p̂ = πÂp = pÂp

为离散赋值环Âp的唯一极大理想.

由上面的讨论,

aÂp =
{
x ∈ Kp : ordp̂(x) ≥ ordp̂(aÂp) = ordp(a)

}
为一个包含a的闭集.因此,C ⊆ aÂp.另一方面,由命题7.8我们知道Ap在Âp中

稠密.因此, a在aÂp中也稠密.结合上面的讨论, a在Kp中的闭包恰好为aÂp.

综上,我们完成了证明.

关于这个引理,我们给出如下注记.

注记 8.2. 从引理的证明中我们发现, A中素理想p在Âp中的扩理想pÂp恰好

就是Âp的唯一非零素理想. 因此ordp̂恰好就是ordp在Kp上的延拓.为了减少

记号,将ordp̂简记为ordp,将Kp上的p̂-adic赋值| · |p̂简记为| · |p.

关于微分我们有下面的结论.

定理 8.1. 记号如上. 则下列结论成立.

(i)对L/K的任意中间域M ,

DOL/OK
= DOL/OM

DOM/OK
OL.

(ii)设S ⊆ OK为乘法子集.则

S−1DOL/OK
= DS−1OL/S−1OK

.

(iii)设P为OL的非零素理想, p = P ∩ OL. 则

DOL/OK
ÔP = DÔP/Ôp

.

证明: (i)由微分的定义,我们仅需证明

COL/OK
= COL/OM

COM/OK
OL.
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首先,容易验证

TrL/K
(
COL/OM

COM/OK
OLOL

)
= TrM/K ◦ TrL/M

(
COL/OM

COM/OK
OLOL

)
= TrM/K

(
COM/OK

TrL/M
(
COL/OM

OL

))
⊆ TrM/K

(
COM/OK

OM

)
⊆ OK .

因此, COL/OM
COM/OK

OL ⊆ COL/OK
. 反过来,因为

TrM/K

(
TrL/M

(
COL/OK

OL

)
OM

)
= TrL/K

(
COL/OK

OLOM

)
= TrL/K

(
COL/OK

OL

)
⊆ OK ,

我们得到

TrL/M
(
COL/OK

OL

)
⊆ COM/OK

⇒ TrL/M

(
C−1OM/OK

OLCOL/OK
OL

)
⊆ OM

⇒ C−1OM/OK
OLCOL/OK

⊆ COL/OM

⇒ COL/OK
⊆ COL/OM

COM/OK
OL.

结合上面的讨论, (i)成立.

(ii)此时仅需证明

S−1COL/OK
= CS−1OL/S−1OK

.

首先,容易验证

TrL/K
(
S−1COL/OK

S−1OL

)
= S−1TrL/K

(
COL/OK

OL

)
⊆ S−1OK .

这说明S−1COL/OK
⊆ CS−1OL/S−1OK

. 反过来,设b1, · · · , bn ∈ OL为L/K的一

组基, d = d(b1, b2, · · · , bn) ̸= 0. 由引理1.3,

dOL ⊆ OKb1 +OKb2 + · · ·+OKbn.

这说明OL是诺特OK模的子模. 因此, OL是有限生成OK模. 不妨设

OL = OKx1 +OKx2 + · · ·+OKxm,
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其中x1, · · · , xm ∈ OL. 则对任意的x ∈ CS−1OL/S−1OK
,容易验证

x ∈ CS−1OL/S−1OK
⇒ TrL/K(xOL) ⊆ TrL/K(xS

−1OL) ⊆ S−1OK

⇒ TrL/K(xxi) ∈ S−1OK (∀1 ≤ i ≤ m)

⇒存在si ∈ S使得TrL/K(xxi) ∈
1

si
OK (∀1 ≤ i ≤ m).

令s = s1s2 · · · sn ∈ S. 则由上面的讨论,

TrL/K(sxOL) =
m∑
i=1

TrL/K(sxiOK) ∈ OK .

这说x ∈ S−1COL/OK
,即

CS−1OL/S−1OK
⊆ S−1COL/OK

.

结合前面的讨论,我们得到

CS−1OL/S−1OK
= S−1COL/OK

.

综上, (ii)成立.

(iii)此时仅需证明

COL/OK
ÔP = CÔP/Ôp

.

设S = OK \ p, (OL)p = S−1OL. 注意到S ∈ ÔP

×
,由(ii)得到

COL/OK
ÔP = S−1COL/OK

ÔP = C(OL)p/(OK)pÔp.

下面仅需证明

C(OL)p/(OK)pÔp = CÔP/Ôp
.

为此, 先说明C(OL)p/(OK)p ⊆ CÔP/Ôp
. 对任意的x ∈ C(OL)p/(OK)p以及任意

的y ∈ ÔP, 因为OL在P处的局部化(OL)P在ÔP中稠密(命题7.8) 存在y′ ∈

(OL)P使得|y − y′|P充分小. 设

Ωp = {P′ �OL : P′为素理想且p ⊆ P′} .

则由定理7.1, 存在ξ ∈ L使得 |ξ − y′|P以及|ξ|P′(∀P′ ∈ Ωp \ {P})都充分小.

并且因此ξ ∈ (OL)p. 再由y′的取法, |ξ − y|P也充分小. 类似于定理7.14的证

明,容易说明这些指数赋值

1

e(P′|p)
ordP′ (P′ ∈ Ωp)
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8 微分与判别式 8.1 微分

恰好就是K上的指数赋值ordp在L上的全部延拓.由推论7.3,

TrL/K(xξ) = TrLP/Kp
(xξ) +

∑
P′∈Ωp\{P}

TrLP′/Kp
(xξ). (8.1)

因为|ξ|P′充分小,如果令| · |p为p-adic赋值在LP′上的延拓,则∣∣∣TrLP′/Kp
(xξ)

∣∣∣
p
=

∣∣∣∣∣∣
∑

σ∈HomKp (LP′ ,K
alg
p )

σ(xξ)

∣∣∣∣∣∣
p

≤ max
{
|σ(xξ)|p : σ ∈ HomKp

(LP′ ,Kalg
p )
}
. (8.2)

注意到对任意的σ ∈ HomKp
(LP′ ,Kalg

p ),赋值| · |p ◦ σ也是Kp上的p-adic赋值

在LP′上的延拓, 由定理7.11有| · |p ◦ σ = | · |p. 因此, 由(8.2), 对任意的P′ ∈

Ωp \ {P}, 都有|TrLP′/Kp
(xξ)|p充分小, 即TrLP′/Kp

(xξ) ∈ Ôp. 由此并注意

到TrL/K(xξ) ∈ (OK)p ⊆ Ôp, 由(8.1)有TrLP/Kp
(xξ) ∈ Ôp. 利用与(8.2)类似

的方法,可以说明|TrLP/Kp
(x(ξ − y))|p也充分小,即TrLP/Kp

(x(ξ − y)) ∈ Ôp.

利用上面的讨论,

TrLP/Kp
(xy) = TrLP/Kp

(xξ)− TrLP/Kp
(x(ξ − y)) ∈ Ôp.

这说明C(OL)p/(OK)p ⊆ CÔP/Ôp
.

下面来说明C(OL)p/(OK)p在CÔP/Ôp
中是稠密的.对任意的γ ∈ CÔP/Ôp

,类

似于上面的证明,存在α ∈ L使得|α − γ|P以及|α|P′(∀P′ ∈ Ωp \ {P})都充分

小. 我们断言α ∈ C(OL)p/(OK)p . 事实上,对任意的z ∈ (OL)p,由推论7.3

TrL/K(αz) = TrLP/Kp
((α− γ)z) + TrLP/Kp

(γz) +
∑

P′∈Ωp\{P}

TrLP′/Kp
(αz).

由此并利用与上面证明类似的方法容易得到TrL/K(αz) ∈ (OK)p. 由上面的

讨论, C(OL)p/(OK)p在CÔP/Ôp
中稠密.因此,由引理8.1得到

C(OL)p/(OK)pÔp = CÔP/Ôp
.

综上,我们完成了证明.

下面我们来解释将DOL/OK
称为微分的原因. 为此,我们给出如下定义.

定义 8.3. 记号如上. 对任意的x ∈ OL,设f(t) ∈ OK [t]为x在K上的极小多项

式. 定义元素x的微分为

δL/K(x) :=

f
′(x) 如果 L = K(α),

0 如果 L ̸= K(α).
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8 微分与判别式 8.1 微分

当OL关于OK存在幂元整基时,微分是容易计算的.

命题 8.2. 记号如上. 如果存在x ∈ OL使得OL = OK [x],则

DOL/OK
= δL/K(x)OL.

证明: 设

f(t) = tn + an−1t
n−1 + · · ·+ a1t+ a0 ∈ OK [t]

为x在K上的极小多项式,设

f(t)

t− x
= bn−1t

n−1 + bn−2t
n−2 + · · ·+ b1t+ b0 ∈ OL[t], (8.3)

并且容易验证

bn−1 = 1, bn−2 = x+ an−1, · · · , b0 = xn−1 + an−1x
n−2 + · · ·+ a1.

这说明1, x, · · · , xn−1 ∈ OKb0 +OKb1 + · · ·+OKbn−1. 因此

OKb0 +OKb1 + · · ·+OKbn−1 = OK [x] = OL. (8.4)

设x1, x2, · · · , xn为f(t)在Kalg上全部零点,其中x1 = x. 因为L/K为有限可分

扩张,这些xi两两不同. 对任意的0 ≤ r ≤ n− 1,注意到对任意的1 ≤ j ≤ n都

有

xrj =
n∑
i=1

xri
f ′(xi)

· f(xj)

xj − xi
.

因此,对任意的0 ≤ r ≤ n− 1都有

tr =
n∑
i=1

xri
f ′(xi)

· f(t)

t− xi
. (8.5)

将(8.3)代入(8.5)可以得到

TrL/K

(
bl

f ′(x)
xr
)

=

1 如果 l = r,

0 如果 l ̸= r.

这说明基1, x, · · · , xn−1在非退化对称双线性型TrL/K(·)下的对偶基恰好为

b0
f ′(x)

,
b1

f ′(x)
, · · · , bn−1

f ′(x)
.
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8 微分与判别式 8.1 微分

因此,容易验证

COL/OK
=
{
y ∈ L : TrL/K(yOL) ⊆ OK

}
=
{
y ∈ L : TrL/K(yx

i) ∈ OK ∀0 ≤ i ≤ n− 1
}

= OK
b0

f ′(x)
+OK

b1
f ′(x)

+ · · ·+OK
bn−1
f ′(x)

.

由(8.4),上式说明

COL/OK
=

1

f ′(x)
(OKb0 +OKb1 + · · ·+OKbn−1) =

1

f ′(x)
OL. (8.6)

因此,

DOL/OK
= f ′(x)OL = δL/K(x)OL.

综上,我们完成了定理的证明.

注记 8.3. 这个命题的证明中蕴含着一个很有用的结论. 当OL = OK [x]时,

由(8.6),对偶模

COL/OK
=

1

f ′(x)
OL = OK

1

f ′(x)
+OK

x

f ′(x)
+ · · ·+OK

xn−1

f ′(x)

为自由OK模,其中n = [L : K].

回顾第一章的内容,我们知道一般情况下OL关于OK的整基不一定存在,

并且即使OL关于OK的整基存在也不能保证幂元整基的存在性,但是下面的

结论说明在完备的离散赋值域中,幂元整基是存在的.

命题 8.3. 设K为完备的离散赋值域,其赋值环为OK , p为OK的唯一非零素理

想. 设L/K为域的有限可分扩张, OL为其赋值环, P为OL的唯一非零素理想.

如果剩余类域(OL/P)/(OK/p)为有限可分扩张,则存在 x ∈ OL使得

OL = OK [x].

证明: 设λ = OL/P, κ = OK/p. 因为λ/κ为有限可分扩张,存在β ∈ OL使得

λ = κ(β̄),

其中β̄ = β mod P ∈ λ. 设f̃(t)为β̄在κ上的极小多项式, f(t) ∈ OK [t]为首一

多项式使得

f(t) mod p = f̃(t).
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8 微分与判别式 8.1 微分

我们断言存在β∗ ∈ OL使得f(β
∗)为OL上的素元并且β

∗ ≡ β (mod P). 事实

上,因为f̃(β̄) = 0,有ordP(f(β)) ≥ 1. 如果ordP(f(β)) = 1,则令β∗ = β. 下

面考虑ordP(f(β)) ≥ 2的情形. 取OL上的一个素元πL. 则

f(β + πL) = f(β) + f ′(β)πL + g(β)π2
L, (8.7)

其中g(t) ∈ OL[t]. 因为λ/κ为有限可分扩张, 极小多项式f̃(t)无重根. 因

此ordP(f
′(β)) = 0.由命题7.2,有ordP(f(β+πL)) = 1.此时令β∗ = β+πL即

可. 由上面的讨论,断言成立.

由注记7.8, 元素f(β∗)i(β∗)j (0 ≤ i ≤ e(P|p) − 1, 1 ≤ j ≤ f(P|p))恰好

为OL关于OK的整基. 因此,

OK [β
∗] ⊆ OL =

∑
0≤i≤e(P|p)−1

∑
1≤j≤f(P|p)

f(β∗)i(β∗)jOK ⊆ OK [β
∗].

这说明

OL = OK [β
∗].

综上,我们完成了证明.

注记 8.4. 这个命题的证明中蕴藏着一个有用的结论. 考虑上述证明中构造

的β∗. 利用(8.7)容易说明,对任意的x ∈ OL,如果ordP(x− β∗) ≥ 2,则

OL = OK [x].

下面的定理解释了将DOL/OK
称为微分的原因.

定理 8.2. DOL/OK
是由集合

{
δL/K(x) : x ∈ OL

}
生成的理想.

证明: 首先证明 {
δL/K(x) : x ∈ OL

}
⊆ DOL/OK

.

对任意的x ∈ OL使得L = K(x),设f(t) ∈ OK [t]为x在K上的极小多项式. 类

似于定义4.2,定义OK [x]在OL中的导子为

fOK [x] := {y ∈ OL : yOL ⊆ OK [x]} .
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8 微分与判别式 8.1 微分

则容易验证(注意因为L/K为可分扩张, f ′(x) ̸= 0)

y ∈ fOK [x] ⇔ yOL ⊆ OK [x] ⇔ f ′(x)−1yOL ⊆ f ′(x)−1OK [x]. (8.8)

由注记8.3,
1

f ′(x)
,

x

f ′(x)
, · · · , x

n−1

f ′(x)

恰好是OK模

M =
{
z ∈ L : TrL/K(zOK [x]) ⊆ OK

}
的一组OK基,其中n = [L : K]. 因此

M =
{
z ∈ L : TrL/K(zOK [x]) ⊆ OK

}
= f ′(x)−1OK [x]. (8.9)

由(8.8)与(8.9),容易验证

y ∈ fOK [x] ⇔ f ′(x)−1yOL ⊆ f ′(x)−1OK [x] =M

⇔ f ′(x)−1y ∈M (因为yOL ⊆ OK [x])

⇔ TrL/K
(
f ′(x)−1yOK [x]

)
⊆ OK

⇔ TrL/K
(
f ′(x)−1yOL

)
⊆ OK

⇔ f ′(x)−1y ∈ COL/OK
= D−1OL/OK

⇔ y ∈ f ′(x)D−1OL/OK
.

因此,

δL/K(x) = f ′(x) ∈ fOK [x]DOL/OK
⊆ DOL/OK

,

即 {
δL/K(x) : x ∈ OL

}
⊆ DOL/OK

.

由上面的讨论, 要证明该定理我们还只需说明: 对OL的任意非零素理

想P,存在x ∈ OL使得 L = K(x)且ordP(δL/K(x)) = ordP(DOL/OK
).

设p = P∩OK , κ = Ôp/pÔp, λ = ÔP/PÔP.为了方便,设Kp为K在LP中

的闭包.由定理7.12, P-adic赋值的等价类是由id ∈ HomK(L,K
alg
p )确定的.如

果σ, σ′ ∈ HomK(L,K
alg
p )所确定的p-adic赋值的延拓相同, 则称σ与σ′是等价

的(记作σ ∼ σ′). 由定理7.12,

σ ∼ σ′ ⇔存在µ ∈ HomKp
(Kalg

p ,Kalg
p )使得σ′ = µ ◦ σ.
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8 微分与判别式 8.1 微分

设HomK(L,K
alg
p )在该等价关系下的一组代表元系为

id = σ1, σ2, · · · , σr,

设Pi为OL的素理想使得p ⊆ Pi并且| · |Pi
的等价类是由σi确定的(显然P1 =

P),设| · |Pi
= | · |p ◦ σi,并且显然| · |P为Kalg

p 上的赋值| · |p在L上的限制.

由命题8.3及其证明,存在β∗ ∈ ÔP使得κ(β∗) = λ, f(β∗)为ÔP中的素元

并且ÔP = Ôp[β
∗],其中β∗ = β∗ mod P并且f(t) ∈ Ôp[t]为β

∗在Kp上的极小

多项式. 由中国剩余定理,存在α ∈ OL使得

|α− β∗|P = |α− β∗|p充分小,

并且

|α− 1|Pi
充分小 (∀2 ≤ i ≤ r).

因为L/K为有限可分扩张,存在γ ∈ OL使得L = K(γ). 取p的素元πK以及一

个充分大的整数N ,用α + πNKγ代替上面的α. 则这种操作并不影响上面的逼

近性质. 因此,不妨设L = K(α). 由注记8.4,有ÔP = Ôp[α]. 由命题8.2,

DÔP/Ôp
= δLP/Kp

(α)ÔP.

由上面的讨论,要证明该定理还只需证明

ordP

(
δL/K(α)

)
= ordP

(
δLP/Kp

(α)
)
.

类似于定理7.18的证明,利用定理7.5容易说明{
σ ∈ HomK(L,K

alg
p ) : σ ∼ id

}
中的元素与集合HomKp

(LP,K
alg
p )中的元素是一一对应的.因此,

δL/K(α) =
∏

σ∈HomK(L,Kalg
p )\{id}

(α− σ(α))

=
∏
σ∼id
σ ̸=id

(α− σ(α)) ·
r∏
i=2

∏
j

(α− µijσi(α))

=
∏

σ∈HomKp (LP,K
alg
p )\{id}

(α− σ(α)) ·
r∏
i=2

∏
j∈Xi

(α− µijσi(α))

= δLP/Kp
(α) ·

r∏
i=2

∏
j∈Xi

(α− µijσi(α)) , (8.10)
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其中这些µij ∈ HomKp
(Kalg

p ,Kalg
p )使得

{
σ ∈ HomK(L,K

alg
p ) : σ ∼ σi

}
= {µijσi : j ∈ Xi} (∀2 ≤ i ≤ r).

对任意的2 ≤ i ≤ r,利用赋值延拓的性质容易验证

|α− µijσi(α)|P = |α− µijσi(α)|p

=
∣∣σi(α)− µ−1ij (α)

∣∣
p

=
∣∣σi(α)− 1 + 1− µ−1ij (α)

∣∣
p

(8.11)

由α的取法,

|σi(α)− 1|p = |α− 1|Pi
充分小,

并且 ∣∣1− µ−1ij (α)
∣∣
p
= |α− 1|p = 1,

其中最后一个等式成立是因为ordP(α) ≥ 1. 因此,由(8.11)与命题7.2,有

|α− µijσi(α)|P = 1 (∀2 ≤ i ≤ r).

这说明

ordP

(
r∏
i=2

∏
j∈Xi

(α− µijσi(α))

)
= 0.

由此与(8.11),有

ordP

(
δL/K(α)

)
= ordP

(
δLP/Kp

(α)
)
.

综上,我们完成了定理的证明.

下面的定理说明微分DOL/OK
与第四章的内容有着密切的联系.

定理 8.3. 在本章的假设下. 对OL的任意非零素理想P,

e(P|p) ≥ 2 ⇔ ordP

(
DOL/OK

)
≥ 1,

其中p = P ∩ OK .

证明: 设P̂ = PÔP, p̂ = pÔp. 则

e(P|p) = e(P̂|p̂). (8.12)
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8 微分与判别式 8.2 判别式

由命题8.3,存在β∗ ∈ ÔP使得ÔP = Ôp[β
∗]. 设f(t) ∈ Ôp[t]为β

∗在Kp上的极

小多项式. 则由定理7.9,多项式f(t) = f(t) mod p̂在剩余类域Ôp/p̂上的分解

只能形如

f(t) = p̃(t)
m

,

其中p̃(t)为剩余类域Ôp/p̂上的首一不可约多项式, m为正整数. 由定理4.4,

m = e(P̂|p̂).

因此,由(8.12),命题8.2以及定理8.1,容易验证

e(P|p) = 1 ⇔ e(P̂|p̂) = 1

⇔ m = 1

⇔ f ′(β∗) ̸≡ 0 (mod P̂)

⇔ ordP

(
δLP/Kp

(β∗)
)
= 0

⇔ ordP(DÔP/Ôp
) = 0

⇔ ordP(DOL/OK
) = 0.

综上,我们完成了定理的证明.

8.2 判别式

我们首先给出判别式的定义.

定义 8.4. 记号如上. 将由集合

{d(b1, b2, · · · , bn) : b1, b2, · · · , bn ∈ OL为L/K的一组基}

在OK上生成的理想称为OL关于OK的判别式,记作dOL/OK
.

注记 8.5. 如果b1, b2, · · · , bn ∈ OL为OL关于OK的一组整基,则显然有

dOL/OK
= d(b1, b2, · · · , bn)OK .

为了揭示判别式与微分之间的联系,我们给出理想范数的定义.

定义 8.5. 记号如上. 定义

NL/K : J(OL) → J(OK)
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为完全积性函数,其中对OL的任意非零素理想P,设p = P ∩ OK ,定义

NL/K(P) = pf(P|p).

理想的范数与元素的范数有着如下联系.

命题 8.4. 记号如上. 对任意的x ∈ L×,

NL/K(x)OK = NL/K(xOL).

证明: 要证明该命题仅需证明对OK的任意非零素理想p,都有

ordp

(
NL/K(x)OK

)
= ordp

(
NL/K(xOL)

)
.

设

pOL = P
e(P1|p)
1 P

e(P2|p)
2 · · ·Pe(Pr|p)

r ,

其中这些Pi为OL上两两不同的非零素理想并且p ⊆ Pi. 则由推论7.3,

NL/K(x) =
r∏
i=1

NLPi
/Kp

(x). (8.13)

对任意的1 ≤ i ≤ r, 设πi ∈ LPi
为LPi

上的素元, 即ordPi
(πi) = 1. 设x =

π
ordPi

(x)

i εi,其中εi ∈ ÔPi

×
. 因为

NLPi
/Kp

(εi) ∈ Ôp

×
,

由定理7.11与命题7.11容易验证

ordp

(
NLPi

/Kp
(x)
)
= ordPi

(x) · ordp

(
NLPi

/Kp
(πi)

)
= ordPi

(x) · [LPi
: Kp] ·

1

[LPi
: Kp]

· ordp

(
NLPi

/Kp
(πi)

)
= ordPi

(x) · [LPi
: Kp] · ordp(πi)

= ordPi
(x) · [LPi

: Kp]

e(Pi|p)
· ordPi

(πi)

= ordPi
(x) · f(Pi|p).

由此与(8.13),

ordp

(
NL/K(x)OK

)
=

r∑
i=1

ordPi
(x) · f(Pi|p)

= ordp

(
NL/K(xOL)

)
.

综上,我们完成了证明.
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下面的定理揭示了微分与判别式之间的联系.

定理 8.4. 记号如上. 则

dOL/OK
= NL/K

(
DOL/OK

)
.

证明: 要证明该定理仅需说明对OK的任意非零素理想p,都有

dOL/OK
(OK)p = NL/K

(
DOL/OK

)
(OK)p.

设S = OK \ {p}, (OL)p = S−1OL. 则容易验证

dOL/OK
(OK)p = d(OL)p/(OK)p ,

并且

NL/K
(
DOL/OK

)
(OK)p = NL/K

(
D(OL)p/(OK)p

)
.

下面来证明

d(OL)p/(OK)p = NL/K
(
D(OL)p/(OK)p

)
.

由定理2.6, (OK)p为主理想整环. 由定理1.2, 主理想整环(OK)p在L中的整

闭包(OL)p关于(OK)p的整基b1, b2, · · · , bn是存在的.再设元素b′1, b
′
2, · · · , b′n ∈

L为b1, b2, · · · , bn在非退化对称双线性型TrL/K(·)下的对偶基,即

TrL/K(bib
′
j) =

1 如果 i = j,

0 如果 i ̸= j.

则

C(OL)p/(OK)p = (OK)pb
′
1 + (OK)pb

′
2 + · · ·+ (OK)pb

′
n.

并且如果设

HomK(L,K
alg) = {σi : 1 ≤ i ≤ n} ,

则容易验证
σ1(b1) σ2(b1) · · · σn(b1)

σ1(b2) σ2(b2) · · · σn(b2)
...

...
. . .

...

σ1(bn) σ2(bn) · · · σn(bn)




σ1(b

′
1) σ1(b

′
2) · · · σ1(b

′
n)

σ2(b
′
1) σ2(b

′
2) · · · σ2(b

′
n)

...
...

. . .
...

σn(b
′
1) σn(b

′
2) · · · σn(b

′
n)

 = In.
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8 微分与判别式 8.2 判别式

因此,

d(b1, b2, · · · , bn) · d(b′1, b′2, · · · , b′n) = 1. (8.14)

再利用定理2.6, (OL)p也是主理想整环. 因此,存在β ∈ L使得

C(OL)p/(OK)p = (OK)pb
′
1 + (OK)pb

′
2 + · · ·+ (OK)pb

′
n

= β(OL)p

= (OK)pβb1 + (OK)pβb2 + · · ·+ (OK)pβbn.

由此与(8.14),容易验证

d(βb1, βb2, · · · , βbn)(OK)p = NL/K(β)
2 · d(b1, b2, · · · , bn)(OK)p

= d(b′1, b
′
2, · · · , b′n)(OK)p

= d(b1, b2, · · · , bn)−1(OK)p.

这说明

d(b1, b2, · · · , bn)2(OK)p = NL/K(β
−1)2(OK)p.

因此,由命题8.4

d2(OL)p/(OK)p
= d(b1, b2, · · · , bn)2(OK)p

= NL/K(β
−1)2(OK)p

= NL/K(β
−1(OL)p)

2

= NL/K
(
D(OL)p/(OK)p

)2
.

这说明

d(OL)p/(OK)p = NL/K
(
D(OL)p/(OK)p

)
.

综上,我们完成了证明.

利用该定理与定理8.3,可以直接得到经典的判别式定理.

定理 8.5. 记号如上. 设p为OK的任意非零素理想. 则

存在OL的非零素理想P使得e(P|p) ≥ 2 ⇔ ordp

(
dOL/OK

)
≥ 1.
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